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Si on tlrâigne par ic le terme de rang k— i dans la suite des nombres pre> 
miens 3,5,7, etc., je dis que sur x termes consécutifs d'une pro- 
gression arithmétique quelconque, U j en aura toujours au moins un qui 
ne sera divisible par aucun terme pris dans une suite de h nombres pre- 
miers quelconques. 

Il en résulte que toute progression aritbniétique dont le premier terme et 
la raison sont premiers entre eux, contient une infinité de nombres 
premiers, 

Ji X , oi l’on prouve que tout diviseur quadratique de la formule 
t' -H Nu‘, contient au moins tin nombre premier « N cf plus 
petit que N , 
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la forme «y’ -4- 4y î'-t-ca'*=H;on donne ensuite une méthode générale 
et exempte de tltonnement pour déduire des valeurs de^' et z' celles de 
J' et I en nombres etitiers. 
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-4- G l/' A, la quantité XF-f-frG-4-v soit divisilde par un nombre premier 
quelconque w, 

On détermine ensuite directement la valeur du même exposant telle que 
XF -4- |xG -4-v soit divisible par une puissance donnée de ta. 


io8 
I lo 


S XIII. De l’équation - 4 - ay*=bz’, 1 
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*4 XIV. Méthode pour la résolution de l’équation y‘=:a -F I) x 
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Si l'équation proposée est telle que a ou e soit un carré parfait, on donne 
le moyen d'avoir successivement d’autres solutions , ibid. 

\pplication à deux problèmes particulier», ia5-ia6 
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On trouve que ce produit est 1 — x — ar* -4-j:* -4- ac” — a:'* — x*‘-f-etc. , 
eest-à-dire qu'il ne contient de puissances de x que celles dont les ex- 

posants sont de la forme , t3a 

Con.séquences qui en résultent pour la partition des nombres , 


ibid. 


*4 Wl. Des /"onctions semhlahles qui étant nnUtipliée.'i entre 
eUea donnent des produits .semblables , ÇU 

Foi mules pour les fonctions boniogèiies de deux dimensions et à deux va- 
riables, • i35-i36 
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Formules pour les fonctions homogènea de trois dimensions et à trois 

riables , i37-i38 
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indéterminée X^+aX*Y+&XY* -4- cY^=V^, iSg 

On peut étendre la même théorie à des fonction» homogène» de tous le» 

»4i 

§ XVII. De quelques questions qidse rapportent, plus ou moins 
directement , à l'analyse indéterminée , i4a 

On donne pour exemple» deux problèmes difficiles dont la solution eat due 
à Euler, i 44 

Méthode» pour déterminer les nombres qui sont une partie aliquote de la 
somme de leur» diviseur» , problèmes dont les géomètre» se sont occupe» 
du temps de F'erniat et de Descarte» , i 45 -i 5 o 

§ XVIII. D’un autre problème remarquable par V espèce d’ ana - 
lyse employée pour sa solution , i5i 


aNQUIÈME PARTIE. 

USAGE DE L'ANALYSK INDÉTF.nMlNKË HANS LA RÉSOLUTION DE L’ÉQUATION 
e*— » = 0 , « ÉTANT UW NOMBRE PREMIEH . 166 

S I. Contenant les bases de cette nouvelle théorie, ibid. 

Théorèmes préliminaire» , 168-169 

Si l’on f«it X* — i=(j — i)X, le polynôme X,d«n» lequel n est toujour» 
«upposé un nombre premier , ne peut se décomposer en deux facteur» 

rationnels , 170 

Proposition très-générale dins laquelle consiste la théorie qu'on se propose 
de développer, d’après M. Gauss, 17a 

Relation qui existe entre les racines de l’équation X=o, et celles de l’équa- 
tion indéterminée a*~' — i;= 9 tl/(n) : toute valeur t=g qui satisfait à 
cette dernière , et qu’on appelle racine primitive de n , est telle que toutes 
les racines de l’équation X=o peuvent être exprimées par les puissances 

successives r, r^, r* , r* . . ,r**~*,ou, suivant une notation abrégée, par 


(O.(ff). («■*).(#’)•• •(#*“■). *74-«75 

Formation des période» dans lesquelle» se décompose la période (n — 1, t) 
comprenant toutes les racines de l’équation X=o, 176 

II. b 
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Théorème fombtnrntal par lequel on trouve géiiéraloincnt le produit de dem 


périodes semblables ou d’un même nombre de termes, 

x8o 

Manière tle former l equatioii du degré k qui a pour racines les k périodes de 


m termes désignées par (m, t), {m, g), {m, /'')...{">•< Cette équa- 


tion est toujours de la forme 6p*“' -f-etc.=o, 180- 

184 

Au raoyen des racines de cette équation , le polynôme \ peut être partagé 


en k facteurs du degré m ; de sorte que l'équation X = o du degré 


/J — ■ t sera décomposée en un nombre k d'éqiiatiuns du degrém, 

186 

Chaque période de m termes représentée par (/t», a'; peut .se diviser en k' 


période de m! termes, ce qui suppose mz::zk' m' \ et l'équation du degré 


k qui a Dour racines ces périotles partielles, savoir : {m‘, a], [m\ ah). 


{m,ah').,,.{m!,ak^'~'), aura tous scs coefficients exprimés par les ra- 


cines déjà connues de l'équation du degré k. 

i8q 


S II. Formation générale de Vèqnaùon du dc^ré k pour les 
'valeurs k = a, 3,4> 5, 

Lorsque les deux valeur» de p sont — b si n est de la forme 

4 <-t- 3 ; elle» sont — u ot tie la forme 4 <+ 1 1 




11 s'ensuit qu'en général la fonction 4 ^ toujours île la forme Y*-t- nZ* 
si n — 4 * 4 - 3 , et <le l.i forme Y* — «Z‘ si « = 


193 


Diverses manières de trouver a priori te» fonctions Y et Z, 194 

Lorsque it = 3 , et n = 3 /n+ 1 , les trois périodes {m ! i), (w 'g'') 

sont les racines d'une équation du 3 * degré déterminable par la seule 
valeur du nombre premier n, en mettant 4'* sou* la forme a’-f-ayi*. 
Cette équation jouit en général de la propriété que d'une racine p on dé- 
duit une autre racine p' par la formule très-simple ° ^ 

p-i-L — B 

et de celle-ci la troisième , 198 

Le cas de 4' =4 ou n= 4 '» -te » 1 se divise en deui autres selon que m est 
pair ou impair. Si m — m, on peut former généralement l’équation du 
4* degré dont les racines réelles sont les quatre périodes f/u ; iL{o» 
(/n;yy*),(ffi Cette équation jouira encore de la propriété qu'une racine 

donnée p sert à déterminer très-simplement les trois autres, ao 5 

Enfin le cas de 4 - = 5 , ou n— 5 /n-f- 1 , n'est pas stiscepüble d'une solution 
si simple; cependant l'analyse fournit diverses équations de condition au 
moyen desquelles on peut obtenir l'équation du S* degré dont les racines 
sont les périodes (ot ; 1), (w ’.g), Çm : g*), (m :g‘) , ao 5 -ai 3 

$ III. Applicatum de la théorie à des exemples numériques, 314 
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Cf» cxempliis se rapportent aux valeurs «=7, 11, l'i , 17 , 4 » jdans ce der - 
nier eiemple on fait voir coinnient la fonclion X peut se partager en fac - 
tenr» de divers degré», ai4-a^6 

S IV. Méthode de réduction pour compléter la théorie précé- 
dente , j3- 

De l'équation auxiliiire du cinquième degré qu’il faut ré»oudre lorsque 

n = r , a 4 o 

On donne la méthode générale pour re»ou<lre cette équation, c'e»t-à-<lirc 
pour olitenir les valeurs eaplicite» de »c» cinq racine», et on en fait l’ap- 
plication au cas de n=4i . a 4 o-a 54 

L'application de l.a nii^nie melliodc au eu» de a—ii conduirait au même 
résultat qu'a donné Vandermonde, premier auteur de cette théorie, dan» 

les Mémoires de l'Académie des Science», an. 1771 , a 55 

De l'équation auxiliaire du septième degré qui a pour racine» le» période» 

de m tenues, en supposant «=7m-4-i, 

Ce second desreloppement de la métliode générale est suivi d'un troisième 
relatif à la résolution de l'équation qui a lieu lorsque n= 3 m + i , aS6*a67 

§ V. Méthode pour parvenir à la résolution générale de l'équa- 
tion X = o, 2^ 

Au lieu de résoudre successivement les différentes équations auiiliaires dont 


les degrés multipliés entre eux produisent ' 


' , il est beaucoup plus 


simple de résoudre directement féquation eu p du degré 1“' •'*'>* 

lieu de l'équation X=o et dont la formule générale est donnée sous la 
lettre (A), ibid. 

L'anoljse nécessaire pour résundre cette équation, c'est-à-dire pour en dé- 
terminer explicitement toutes les racines, est développée dan» plusieurs 
exemples qui réunissent à peu près toutes les dillicullés qu'on peut ren- 
contrer dans d'autre» applications. Cette tliéorie donne lieu d'établir plu- 
sieurs suites de ibéurèmes très-reosarqualdes relatifs aux fonctions T 
et A, 

Les nombres n pris successivement pour exemple» sont 3 i, i 3 , 4 i> >7, 

Dans tous ces cas on parvient à exprimer dans une même formule) et sans 
aucune ambiguité, toutes le» racine» de l'équation en />, lesquelles sont en 


général représentées par 3 cos. - 


a 6 ÿ- 33 o 


2 b 
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SIXIÈME PARTIE. 

DËMONSTRÀTtOW DE DIVERS THÉORfcME-S 1) ANAI-YSF. I\DKTERMlXftE. 

P»K«» 

S I , o« /’on se propose de décomposer un nombre donné a en 
quatre carrés , de manière que la somme de leurs racines , 
prises positivement , soit égale a un nombre doimé b, 33i 

Premier cas, où l’un dca quatre nombre» s, t, », v serait zéro; conditions 

pour la possibilité de la solution , 33a 

Second cas , où aucun de ces nombres n’est zéro; alors il faut que 

soit la somme de trois carrés, et qu’ainsi 4 a — b’ ne soit pas de la forme 
4*(8 n 4- 7 ) , • 334 

La solution sera toujours possible arec cette condition , mais pour qu'elle 
smt donnée en nombres positifs, il faut encore que b soit compris entre 
les limites 1^4° gt — a) — t. Et cependant il y a des cas où l'on 

obtiendra encore des solutions en nombres positifs, quoique b soit au - 

dessous de la limite 1/(3 a — a) 4- t , 336 

Cette première analyse donne une nouvelle extension aux deux premiers 
cas du théorème sur les nombres polygones, 33q 

S II. Démonstration du théorème de Fermât sur les nombres 
polygones et de quelques autres théorèmes analogues , 340 

Après quelques propositions préliminaires on prouTe 1 ° que tout nombre 
entier plus grand que 5o m 4- a 1 est la somme de w 4- a polygones de l'ordre 
m4-a, dont m — a seront égaiia à zéro ou i l'unité, a° qu’il en est de 

même de tout nombre entier plus petit que 5ow — ai, 34o-349 

Ces deux propositions comprennent la proposition générale de Fermât, mais 
avec une modification qui lui donne plus de précision et d’élégance, puis - 
que sur les m 4- a polygones indiqués par Fermât U y en a toujours m — a 

qu'on peut supposer égauz à zéro ou à l'unité, • 

On peut prouver de plus, que, passé une certaine limite, facile à assignerpour 
chaque ordre de polygones, tout nombre donné peut être décomposé en 

quatre polygones ou cinq au plus, 35o-354 

Exemple sur le nombre 6484 qui peut être décomposé en quatre octogones, 356 

§ III. De l’équation x’ 4- 4- 7 .^= 0 , 36? 

L'impossibilé de cette équation résulte des trois propositions suiyantes ; 
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1 * Si cette équition est possible, l'un des nombres x,y,z sera divisible 
par 3. 

L'indéterminée, qui doit être paire, sera en même temps divisible par 3. 

3® Si l'une des indéterminées est divisible à la fois par a" et par 3”, l'équa- 
tion & laquelle elle appartient pourra être changée en une autre où 
l'indéterminée analogue ne sera divisible que par 3'“'. On parviendrait 
donc de transformation en transformation à une équation où aucune 
indéterminée ne serait divisible par 3 , ce qui est impossible par la pre- 
mière proposition. 

§ IV. De l’équation x' + y'-l- z‘ = o, 36 i 

Si l'équadon proposée était résoluble, on pourrait déduire Je cette équation 
une suite infinie d'autreséquations, égalcmentrésolubles, qui supposeraient 
que les nombres x,jr , z sont composés d'une infinité de facteurs; la so- 
lution supposée ne pourrait donc être donnée qu’en nombres d'une 
grandeur infinie. 


§ V. Théorèmes d’analyse suivis de formules nouvelles pour les 
sections angulaires , 3b’9 

En partant du théorème de l'art. 5io, on prouve i°que n étant un nombre 
premier 4 "»-+-•) ** l’on fait {T+g V' n)'~fV -f- Q V/n , les polynô- 
mes P et Q pourront se mettre sous la forme X* — « Y’ , 3yo 

a" Quen étant un nombre premier + Z , si l'on fait — ”)*= 

/P-(-n/fQl/ — n, les polynômes P et Q pourront être partagés chacun 
en deux facteurs rationnels, de sorte qu'on aura P=AB, Q = CD, 3yi 
Ces théorèmes appliqués à la puissance n de cos.p-|-W^ — i sin.p, donnent 
le moyen de décomposer généralement en deux facteurs le pulynome 

n — n — i.n — a , . ^ ... sin.no , 

ncos.*~'9 — ■ cos."~’osm. ç -I- etc. ecal a — . 

^ i.a.3 ^ ^ “ sin.p 

' Ces facteurs s'exprimeront toujours d'une manière linéaire par les cosinii.-; 
des multiples pairs de ç lorsque n sera de la forme 4"< + < > « par les 
sinus des multiples impairs dn même angle lorsque n sera de la forme 
4m-t-3, 373-38a 

De là résultent les équations les plus simples qu'on puisse obtenir pour la 
division de la circonférence en n parties égales. 


S VI. Nouvelle démonstration de la loi de réciprocité qui existe 
entre deux nombres premiers , 391 

C'est la plus simple entre tontes les démonstrations connues de cette propo- 
sition fondamentale. 
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De rinlersection d’une droite quelconque avec la courbe omalc^=t5»(ar)> 4<4 
Seconde manière de déterminer la plus petite racine, 

(ànunaissant la plus grande ou la plus petite racine, déterminer toutes les 
autres, 4*7 
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Remarque pour compléter la résolution de l’équation omale c:=:^(x), 4*}l 

Section II. De quelques équations dont la propriété est telle 
qu’une racine connue sert à déterminer rationnellement toutes 
les autres , 43 1 

On pr«nd pour exemple une loi très-simple qui règne entre deux termes con- 
sécutifs de la série des racines, ibid. 

De là l'expressioii générale d'une racine quelconque et la condition pour 
que la suite des racines soit rentrante, 4^4 

Développement du 3' degré, 435 

Formule générale di; l'équation du 3* degré dans laquelle une racine connue 
sert à détermiper les deux antres, 4^7 

Celte foriimle contenant trois indéterminées, peut s'appliquer à toute équa- 
tion proposée du 3' degi-é. Il en résulte une démonstration trcs-simpit de 
la réalité des trois racines dam le cas irréductible , 44o 
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Dcvfloppfment du 4‘ degré ; U méthode ne s'applique qu’à des équations 
qu’on peut immétiiatement décomposer en deux équations du second 
degré, 4,{S 

Développement du 5' degré : le résultat mis sous la forme la plus sim- 
ple, offre une infinité d'équations qui ont leurs cinq racines réelles, 
quoique leurs eoeiheients contiennent deux indéterminées réelles prises à 
volonté , 

On donne un exemple numérique dans lequel une racine trouvée par Us 
procédés vulgaires sert à déternducr les quatre autres, 449 

Méthode directe qui conduit à la formule gcnénilc contenant l'expression 
des cinq racines; application numérique de cotte méthode au même 
exemple, 449*4^0 

Recherche plus générale sur l'équation du degré n, dont les racines forment 
une suite rentrante dans laquelle chaque terme est une fonction ration- 
nelle du terme précédent. On fait voir que n étant un nombre premier, 
la résolution générale de cette équation sera toujours donnée par une foi'- 
mule qui contiendra impliciteiiieiit toutes les racines, 4di-4dj 
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THEORIE DES NOMBRES 


rifi » ■-!■■■ — « 

QUATRIÈME PARTIE. 

MÉTHODES ET RECHERCHES DIVERSES. 


§ 1. Théorèmes sur les puissances des nombres. 

I j méthode dont nous allons donner diverses applications, mé- 
rite une attention particulière, en ce qu’elle est jusqu’à présent la 
seule par laquelle on ait pu démontrer certaines propositions né- 
gatives sur les puissances des nombres. I^e but de cette méthode 
est de faire voir que si la propriété dont on nie l’existence avait lieu 
pour de grands nombres , elle aurait lieu également pour des nom- 
bres plus petits. Ce premier point étant établi, la proposition est 
démontrée; car pour que le contraire eût liéu, il faudrait qu’une 
•suite de nombres entiers décroissants pût être prolongée à l’infini , 
ce qui implique contradiction. Fermât est le premier qui ait indiqué 
cette méthode dans une de ses notes sur Diophante, où il prouve 
que l’aire d’uii triangle rectangle en nombres entiers (i) ne saurait 


(i) Trois nombres tels que le carré du plus grand équivaut à la somme des 
carrés des deux autres, sont ce qu'on appelle un triangle rectangle. On peut 
donner pour exemple les nombres 3, 4» 5i le» nombres 5, la, i3, et une in- 
finité d'autres. 

II. I 
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THliORIE DES NOMBRES. 

être égale à un carré. Euler en a depuis étendu les applic^itioiis , 
et l’a exposée avec beaucoup de clarté, dans le tom. J 1 de ses 
Eléments d'Algèbre. 

(324) Théorème I. « L’aire d’un triangle rectangle en nonibrcs 
« entiers ne saurait être égale à un carré. » 

Puiseju’on a («’-♦-//)'=(«' — b')' + {^ah)' , il est clair que les 
trois côtés d’un triangle rectangle peuvent être représentés par les 
nombres a' + b',n’ — i’, 2 «ô; c’est aussi l’cxjjression générale qu’on 
déduirait de la résolution directe de l’équation x'=zy + z’ (n“ 1 7 ). 

Ces trois nombres pourraient de jrlusêtre multipliés par un facteur 
<!ominun 6 ; mais nous ferons abstraction de ce facteur, qui est inu- 
tile pour notre objet, et par la même raison , nous supposerons a 
et b premiers entre eux. En effet , si les trois côtés d’un triangle 
sont divisibles par fl, faire sera divisible par 9’; donc si cette aire 
est un carré, elle le sera encore après avoir été divisée j>ar son fac- 
teur 6 ’. 

Cela posé, appelons A l'airedu triangle dont il s’agit, nous aurons 
A=aô(o' — b’)] et comme les facteurs a et b sont premiers entre 
eux , ils le seront également avec a' — b'\ donc pour que .A soit uu 
carré, il faut que chacun des facteurs a,b , a' — b ' , en soit uu. Soit ^ 
donc. a—m\ b = n’, il restera à faire en sorte que a’ — b' ou 
in* — n* soit égal à un carré. 

Cette quantité m * — /»* est le produit des deux facteurs /«’ «*, 

fil’ — n' : or m et n sont premiers entre eux , j>uist|ue a et ô le sont. 

De plus, ils doivent être suj>|K)sés l’iiii pair et l’autre impair; car 
.Vils étaient impairs tous deux , « et b le seraient aussi , et ainsi les 
trois côtés a’ -hb\ a’— b‘, uab seraient divisibles par a , ce qui 
est contre la supposition. Donc les facteurs m‘ -t- «’ et /«' — «' sont 
|)remiers entre eux, et puisque leur produit doit être un carré, il 
faudra que chacun d'eux en soit un. 

Faisons eu conséquen«Æ m‘ -t n’=:p\ m' — n'=q' , nous aurons 
n' q' = ni' -\-q'=p'. Donc, «si faire d’un triangle rec- 

« tangle est un carré , on pourra trouver deux carrés q',n', tels que 
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QUATRIÈME PARTIE. 3 

« chacune des deux quantités y* + /i’, 17 '+ a>i‘80itégaleàuncaiTé(i). 

Puisqu’on a p'=q' - 4 - a«*, il faut (n“ i 43 ) que p soit de la forme 
f' + 2^ : or on satisfait a l’équation ç* + a n’ = (/’ + 2 g-*)* en fai- 
sant q -H «1/ -T- 2=(/-+- g\/ — a)* , ce qui donne 

n=zo.fg; 

et cette solution est d’ailleurs aussi complète qu’on peut le desirer, 
comme 011 peut s’en assurer par les formules du n' 17. Il reste donc 
à satisfaire à l’équation q' + n'=m', dans laquelle substituant les 
valeurs trouvées pour y et /», on aura -h 

Cette dernière équation, qui doit être }>ossible si l’aire A est un 
carré, présente un nouveau triangle rectangle formé ave«' l’hypo- 


( 1 ) Voici le passage de Fermât que nous suivons assez strictement, en ajou- 
tant seulement les développements necessaires pour rendre la démonstration 
plus claire et pins complète : 

• Si area trianguli esset quadratns darentur duo quadrato-quadrati quorum dinè- 

• rentia esset quadratns ; linde sequitur dari duo quadrata quorum et summa et 

• differemia esset quttdratus. Datur iuque numéros compositns es quadrato et 

• duplo quadrati tequalis quadrato, eâ conditione ut quadrati eun componentes 

• taciant quadratuiu. S«d si numerus quadrants compoaitur ca quadrato et duplo 

• alterius quadrati, ejus latus siniilitercomponitiirex quadrato et duplo quadrati, 
« ut facillimè possumus deroonstrare. 

« Unde concludetnr latus illud esse summam lateruos circa rectum trianguli 

• rectanguli et unum ex quadratis illud componentibus oITicerc basent et diipluni 

• quadratuni æquari perpendiculo. 

«Illud itaque triangulum rectangulum conficictur à duobus quadratis quorum 
■ sumnia et difTerentia eruni quadrati. At isti duo quadrati minores probabuntiir 
« primis quadratis supposilis quorum tàin sunima quàni diircrentia l'acium qua- 

• dratuin. £rgo si dentur duo quadiata quorum summa et difTerentia l'aciunt 

• qiiadratum , dabitur in inlegris summa duorum quadralorum ejiisdeni iiatune 

• priore minor. Eodem ratiocinio dabittir et minor ista inventa per viam prioris 
« et semper in infinitum minores invenientur niimeri in integris idem præstantes : 

• quod impossibile est, quia dato numéro quovis integro non possunt dari înGlriti 

• in integris illo minores. • Ed. eit. de Diopk. , pag. 33p. 

1 
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4 THÉORIE DES NOMBRES, 

thénuse m et les deux côtés : or l’aire de ce triangle étant 
f' g ‘,^1 par conséquent égale à un carré, il s’ensuit que si l’aire A 
du triangle rectangle proposé est égale à un carré, on pourra, par 
le moyeu de ce triangle , en découvrir un beaucoup plus petit , mais 
non pas nul, dont l’aire sera pareillement égale à un carré. 

( 3 a 5 ) Pour juger de la petitesse de ce second triangle rectangle 
en comparaison' du premier, il faut exprimer la valeur de A en f 
et g : or on trouve 

A = (w‘— 2g")*(/’+ ag')‘(/* + 4 ^). 

D’ailleurs/"' — ag-’ ne peut être moindre que i , et on a toujours 

(/■+ 2^’)’> + 4g^ > \f'g‘ ; donc l’aire A est plus grande 

que laS/'g'; donc f'g" , qui est l’aire du second triangle, étant 

• * ^ A 

nommée A', on aura A' <1/ — 3- 

I ao 

De là on voit que s’il existe un triangle rectangle en nombres en- 
tiers, dont l’aire K soit égale à un carré, il existera en même temps 

”n triangle rectangle dont l’aire A', plus petite que 1^7^ > sera en- 

••ore égale à un carré, et cependant ne sera pas nurie, car l’un des 
nombres et g' ne {jeut être nul sans rendre A = o. 

Mais par la même raison, du triangle rectangle dont l’aire A' est 
égale à un carié , on pourra déduire un troisième triangle dont l’aire 
JA' 

A", plus petite que \/ sera égale à un carré, et ainsi à l’inlini. 

Or il implique contradiction qu’une suite de nombres entiers A, 

, A", etc. , quand même ils ne seraient pas carrés, soitdécrojss;inte 
et prolongée à l’infini. Donc il n’existe aucun triangle rectangle dont 
faire soit égale à un carré. 

Corollaire. Ija même démonstration prouve que la formule ni^ — n* 
ne peut être un carré, non plus que la formule /* +^g*, excepté 
seulement dans les cas ésidents, l'un de m=n, ou «=o; l’autre de 
/oug=o. 

On peut aussi en conclure (jue l’équation .r* + = est im- 
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QUATRIÈME PARTIE. 5 

|K>ssihle, hors le cas de x=jr; car de cette équation on tirerait 
; or on vient de voir que le premier membre 

ne peut être un carré. 

(32(>) Théorème II. s La somme de deux bicari'és ne peut être 
« égale à un carré, à moins que l'un d'eux ne soit nul. » 

Soit, s’il est possible, «‘ + = il faudra d'abord qu’on ait 

a‘=p’ — -q' q , c—p' -f- q‘. J’obsene ensuite que a et A pou- 

vant être supposés premiers entre eux,/> et q seront pareillement pre- 
miers entre eux, et même ils ne pourront être tous deux impairs; car 
s’ils l’étaient, a et i seraient tous deux jwirs.On ne pourra non plus 
supposer/; pair et ç impair, parce qu’alors/»” — q' serait delà forme 
— I , laquelle ne peut convenir au carré a'. Donc il faudra que p 
soit impair et q pair, et ainsi, pour sati.sfaire à l’équation b' = a.pq, 
on prendra p = m' , q=%n' , valeurs qui étant substituées dans 
l’autre équation a'—p' — q' , donneront m'‘ — 4'd=rt’. 

Cette dernière équation exprimant que le carré m* est égal à la 
somme de deux autres carrés l\n‘‘ , a', le seul moyen d’y satisfaire 
est de prendre g', 2 n'= 2 /g-,a=/‘ — g\ Or l’équation 

n'~fg, o\xf e\.g doivent être premiers entre eux, donne_/’=:a',g'=€’, 
et par ces valeurs, l’équation m'=f' g' devient a* - 4 - 6< = /n'. 

D’où l’on voit que s’il existe deux liicarrés a*, b' dont la .somme 
soit égale à un carré c’, il existera en même temps deux autres bi- 
carrés beaucoup plus petits a*, €’ dont la somme sera pareillement 
égale à un carré. 

(3a7) Et pour rendre sensible la petitesse de ceux-ci eu compa- 
raison des premiers, on déduira des valeurs précédentes, 

b z= 2 »€ 1/ (a* -t- 6^) ; 

ce qui donne a* -t- é*=l/[-îrt’ -t- è')] > l^*" conséquent 

-t- 6^ < 1/ (a* 4- b')- On remarquera d’ailleurs que a ne peut être 
/.éro non plus que 6, parce qu’il s’ensuivrait b — o , cas exclu. 
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S'il existe donc un carré c' égal à la somme des deux bicari'és, 
on connaîtra par son moyen un second carré c'*, pareillement égal 

à la somme de deux bicarrés, et dont le côté c' sera <V/c, sans 
être nul ; mais par la même raison, le carré c'’ en fera connaître un 
troisième c"' jouis.sant de la même propriété, et dont le côté c" sera 

< 1/ c', sans être nul ; ainsi de suite. Or il implique contradiction 
<{u’une suite de nombres entiers c, c' , c", etc. dont chacun est plu.s 
|}etit que la racine quatrième du précédent, sans être nul, puisse 
être prolongée à l’inlini.Donc il est impossible qu’un carré se décom- 
pose eai deux bicarrés. 

Corollaire. T.a même démonstration prouve que la formule. . 
m' — 4 n* ne peut être égale à un carré , si ce n’est lorsque n = o. 

(3a8) TnéoRÈME Ifl. a La formule x* + ay* ne peut être égale à 
« un carré, si ce n'est lorsque y=o. a 

Car si l’on fait x*-t-aj‘= 2 ’, il faudra d’abord supposer... 
z=p'-¥'iq',x’=p' — ensuite l’équation .v'—p' — ^q‘ 
donnera x=ni' — 2 n';p=ni' + 2 n' ,q = nm n. Ces valeurs étant 
substituées dans réquation^=a/> 9 , on aura t*= 4 an’). 
Pour satisfaire à cette dernière équation , j’observe que les nombres 
m et n sont premiers entre eux ; car s’ils avaient un commun divi- 
seur, P et q en auraient un aussi, et par suite .r et y , ce qu’on ne 
doit pas supposer. Doue si mn(m' ■+■ an') est un carré, il faudra 
que ses trois facteurs m , n , m‘ an' soient chacun un carré. Soit 
donc m=f’, n=g' , et il restera à faire en sorte que f* + ag* soit 
égale à un carré. 

Cette formule est semblable à la proposée, et il est visible qu’elle 
est exprimée en nombres beaucoup plusj)Ctits, carona 

et par conséquent ^ ouy* + ag* < ay*) ; d’ailleurs les nom- 

bres ./"et g ne sont nuis, ni l’un ni l’autre, puisque s’ils l’étaient, 
ils rendraient^j' nul , ce qni est un cas dont on fait abstraction. De là 
il suit que si on a un carré A' qui soitde la forme o:*-f- 2 y ,on pourra 
en déduire un second carré .V’ qui sera de la même forme , et dont 
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4 

le rôté A' sera < 1 / A : mais par la même raison le carré A'’ en 
fera connaître un troisième A’* de même forme, et ainsi de suite. 
Or il est impossible qu’une suite de nombres entiers A , A', A’, etc. 
soit décroissante et prolongée à l’inlini; donc il est iiiqjossible que 
la formule oH -t- a/* soit un carré, à moins qu’on n’ait_7' = o. 

Corollaire. Il suit de cette proposition, que la formule .r* — ^y* 
ne ]>eut non plus être égale à un carré j car si on avait x ' — 
il s’ensuivrait que z* -i- 2 (2xy)* est égale au carré (a."* + , ce 

qui ne jieut avoir lieu que lorsque o. 

(329) Théorème IV. « Aucun nombre triangulaire, excepté l’unité, 
« n’est égal à un bicarré. >• 

Soit, s’il est possible, + i)—y*, ou x(x -4- si l’on 

fait /H et n étant deux indéterminées, cette équation ne 

pourra se décom|>oser que de l’une de ces deux manières : 


x=2m* 
X -t- I = n* 


(i) 


X -t- I = 2 ffi* 
x= n‘ 


(a), 


lesquelles donnent, soit 1 = — am* , soit i = am* — n*. 

Ija seconde combinaison donnerait m* — n* = (m* — 1 / , équation 
impossible, parce que le premier membre est de la forme p* — t/*, 
laquelle ne peut être un carré , que dans le cas évident de m = i =.r. 

lai première combinaison donne i + 2m*=n*, équation égale- 
ment impossible, parce qu’en vertu du théorème précédent , le pre- 
mier membre ne peut être un carré. Donc aucun nombre triangulaire, 
excepté i , n’est égal à un bicarré. 

( 33 o) Théorème V. « La somme ou la dilTércncc de deux cubes 
« ne peut être égale à un cube. » 

Soit, s’il est possible, x*±j’ = z‘, on pourra supposer à l’ordi- 
naire que les deux nombres x et y sont premiers entre eux , et alors 
y et Z seront également premiers entre eux, ainsi que x et z. Cela 
posé, des trois nombres x,y,z, il y en aura toujours deux im- 
pairs et un pair; soient X et 7 les deux impairs , qu’on peut toujours 
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placer dans un même membre ; si l’on fait 

ou bien x—p + q, ±y=:p — q, on aura par la substitution.. 
a/?(/j’ + 3 «jr’)=z*; et on observera ultérieurement, que puisque 
p-\-q et P — q doivent être impairs, il faut que p et q soient l’un 
pair, l’autre impair; de sorte que /?* + sera toujours impair. 
Mais 2 />(/»’ +3^’) devant être un cube, il est clair que a/> sera 
divisible par 8, et ainsi p sera pair et q impair. Maintenant il y a 
deux cas à distinguer, selon que p est ou n’est pas divisible par 3. 

(33i) Premier cas. Si p n’est pas divisible par 3, les facteurs -ip, 
p' + 'iq' seront premiers entre eux, et si leur produit est un cube, 
il faudra que chacun d’eux en soit un. Soit donc p' -y-^q'=r' , 

alors r sera de la forme /n’-f-3n’, et on pourra faire 

p ■^qX/' — 3 = (w + «1/ — 3)^, ce qui donnera 

p-=m} — 9 w n' 
q=z3m'n — 3/1*. 

Ces valeurs satisfont à l’équation p' + 3q‘=r', mais d’ailleurs 
elles ont toute la généralité nécessaire, ainsi qu’on peut s’en assurer 
par la résolution directe de cette équation. Il ne reste donc plus qu’à 
faire en sorte que a// ou a/n (/n 4- 3/i)(/n — 3n) soit un cube. Or il 
est aisé de voir que les trois facteurs de cette quantité sont premiers 
entre eux, et ainsi chacun d’eux doit être un cube; soit en consé- 
(pjence m + 3/ï=«’, m — 3n=//’, 2 m=c', on aura a’ 4- A*=c*. 
De là on voit que si l’ér{uation x^ ±j*= 2 * est po.ssibleen nombres 
entiers, l’équation a’ 4 - 6’ = c*, semblable à la première et exprimée 
en nombres beaucoup plus petits , sera également possible. 

Or par la substitution des valeurs précédentes, on a 

z’=n’è*c*( 3 ) , 

ou z=flrAc et par conséquent z>a*A*c; donc en 

passant de l’équation x^±y^=z' à sa transformée a* 4- b'=c', le 
nombre c qu’on |■)eut représenter par z sera beaucoup plus |ietit 
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que Z . Mais par la même raison on déduirait du cube c* ou z'* un 
troisième cube z‘\ tel que z serait beaucoup plus petit que z et 
ainsi à l’infini ; or il est impossible qu’une suite de nombres entiers 
z, z' , z , etc. soit décroissante et prolongée à l’infini. Donc la for- 
mule + 3(y’) ne peut être un cube, lorsque p n’est pas divi- 

sible par 3. 

(33a) St’cond cas. Si p est divisible par 3, on fera p = 'ir , et la 
formule •ip[p'+ iq') deviendra i8r(ÿ’-t- 3r’). Maintenant comme 
les facteurs i8r et q' -4- 3r' sont jjremiers entre eux, il faudra que 
chacun d’eux soit un cube. Faisant donc y’ + 3r* = (y'’ -t- 3g-*)’, 
ou q r\X — 3= — 3)’, ce qui donne 

q=P — ^fg' 
r=3/*g-3g’, 

il restera à faire en sorte que i8r ou 27. 2g (y -l- g) (y — g) soit un 
cul>e. De là on déduira comme ci-dessiisy-t-g=a’, y — g = è’, 
ag = c’, et par conséquent a' — b'= c*. Ainsi on voit que si le cube 
z’ peut être la somme ou la différence de deux cubes il y 

aura un autre cube beaucoup plus j>etit & qui sera pareillement la 
différence de deux cubes n’ — i’; je dis que (H est beaucoup plus 

petit que z’; en effet, les valeurs précédentes donnent 

z=3néc(«‘ — a’i’ et par conséquent z>3a‘i’c. De là on 
tronclut comme dans le premier cas que '3.p{p' - 4 - 3 y’) ne peut de- 
venir un cube lorscpie p est divisible par 3. Donc dans tous les cas 
l’équation projjosée ±y* — z' est impossible, à moins que l’une 

des indéterminées ne soit zéro. 

(333) Théorème VI. « L’éfjualion x ' est impossible 

«T pour toute valeur de m. » 

Dans cette équation, où l’on suppose m non divisible par 3 pour 
ne pas rentrer dans le cas précédent , les nombres x et doivent 
être impairs ainsi que z; d’ailleurs le premier membre est le pro- 
duit des deux facteurs x x‘ — xy +y' , qui ne peuvent avoir 
Il a 
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que 3 pour commun diviseur; ainsi il faudra distinguer deux cas, 

selon que z est ou n’est pas divisible par 3. 

Soit 1 ° Z divisible par 3, l’équation proposée se divisera nécessai- 
rement en deux autres comme il suit : 

.r" — = 

et l’on aura z = 3or, /• étant premier à 3 a. 

La seconde de ces é(|uations peut se mettre sous la forme . . . 

+ 3 r-r^)=3';, »« i^y * 3 (^ 0 =^^ -< ™ 

l’on voit que r, qui est toujours un nombre impair, doit être de 
la forme J’ + 3g’] faisant donc r—f' -t- 3g^, puis {/ + gX/' — 3)’ 
= F -t- G 1/ — 3 , on aura r’ = F' -f- 3 G’ , et de l'équation précédente 
on déduira }(x — j) = F, j(.r+^) = G. Maison a G = 3g^(y'’ — g ), 
donc 

Dans < ette équation g doit être divisible par 2 "~ ’ , vavf‘ — g’ est 
un nombre impair, puisque f' -H Sg' en est un ; d’ailleurs 'les trois 
facteurs g,f+g,f — g, n’ayant aucun diviseur commun, l'ctfiia- 
tion précédente devra se décomposer en trois autres , savoir ; 

§■=2— -a’, f-\-g=Ç\ 

d’où résulte & — y3=2“**, écpiation semblable à la proposée et 
composée de nombres beaucoup plus petits. 

Soit 2 ° Z non divisible par 3 , alors l’équation proposée se idécum- 
po.sera en ces deux-ci : 

X - 4 - 2 ” a’ 
x’ — xy+ y=r' , 

lesquelles supposent i=.ar , et r premier à a. 
dernière étant mise sous la forme 

on voit que r devra être de la forme /’ + 3 g'. C’est ijourquoi , fai- 
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saut comme dans le premier cas, r=^f' + 3 g^', {f — 3 )’= 

F + Gl/ — 3 , on aura r’=F’ +- 3 G*, ce qui donnera la solution 
x +_y=aF, X — j= 2G. Mais on a ¥=/(/' — 9g^); donc... 
a" ~ ' rt* = f{/‘ — y g')- Ifs trois facteurs du second membre /, f+ ?»g, 
f — 3 g-, étant premiei s entre eux et f' — gg-" étant toujours impair, 
cette équation ne peut subsister, à moins qu’on n’ait y=a"~‘a^, 
f Zg—f?,f — ^g—'t\ cc qui suppose « = 06^» trois nombres 

a,6. Y, étant premiers entreeux. De là résulte l’équation É’+y*=^"“'' 
semblable à la proposée et dans laquelle « sera, ainsi que a, non 
divisible par 3 . 

Puisque dans les deux cas l’équation proposée se réduit à une 
équation de même forme et composée de nombres beaucoup plus 
petits, opération qui peut être répétée indéfiniment, il s’ensuit que 
cette équation est impossible, excepté dans le seul cas où z=o, et 
aussi dans le cas de z — i , si on avait w= i. 


( 334 ) 11 stiit des deux théorèmes précédents que l’équation.. 

X’’ A z’est impossible pour les valeurs A= 1,2 , 4 ^ 8 , tb, fte.; 

il Serait facile de démontrer par la même méthode qu’elle est égale- 
mentimpossible pour les valeurs A = 3 , 5 , fi, etune infinité d’autres. 
Mais si on avait A = 7, il est visible que l'équation .r’-»-y=7z’ 
serait satisfaite par les valeurs x — 2,y= — i, z= i ; de même 
l'équation xr’+y=gz’le serait par les valeurs x= 2, i ,z=i. 
Nous ferons voir par la suite que dans ces sortes d'équations une 
.solution connue suffit pour en faire découvrir une infinité d’autres. 

( 335 ) THéoRÈME VII. a Aucun nombre triangulaire, excepté i, 
a n’est égal à un cube. » 

Car supposons qu’on ait • x (x + 1 ) =j’ , ou x(.r + 1 ) = 2 y ; si 
on fait y=mn , m et n étant deux nombres premiers entre eux , 
cette équation ne pourra se décomposer que de l’une des deux ma- 
nières : 


(<) 


1 -I- x=2m’ 
.*■ = n’ 


(=») 


I + x=n' 
x = 2/n\ 
2. 
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lesquelles donnent /d± i =awi’. Mais suivant le thé<jrème précé- 
dent cette équation ne peut avoir lieu à moins qu’on n'ait /i = i ; 
donc, excepté les cas de x=o et x= i , il ne peut y avoir aucun 
nombre triangulaire égal à un cube. 

L’équation \x(^x+ i)=y peut être mise sous la forme. . . . 
i=z'; donc celle-ci n’est possible que pour les seuls cas 
J=o,J= I. 

(336) Théorème VIH. « L’équation x’ + a — n’est susceptible 
« que de la solution x~ 5 , /==3. (Ed. de Dioph., pag. 320.) » 

En effet, si cette équation avait lieu, y devrait être de la forme 
/^‘ -t- 217'; ainsi il faudrait faire x+f / — ^ = {p — 2)^, ce 
«pii donnerait \=‘ip'(j — 217’; donc <7 = 1 , 7; = 1 , y— 3 , x= ô. 

(.337) Théorème IX. « L’équation x’ + \=y^ n’est susceptible 
« que des deux solutions .r = 2,_y= 2; x = 1 1 ,y= 5 . » 

Car J devant être de la forme p' -t- fp, il faudra faire x 2I/ — 1 
= (p + yl/ — i)’> ce <fui donnera 2 = 3 p‘tj — y’, écjuation à la- 
(|uelle on ne satisfait que par les valeurs p= 1 , y = i , ou par les 
valeurs 72= — a, lesquelles donnent les deux solutions men- 

tionnées. 

Renuii'fjue. Nous avons démontré dans ce paragraphe que fétpta- 
tion .r'±_y’ = z’ est impossible, ainsi que l’équation x* à:y* = z' , 
et à plus forte raison l’équation x‘±/^=z*. Fermât a a.ssui’é de 
plus (Ed. de Dioph., pag. 61) que l’équation xf + y = z' est gé- 
néralement impossiltle, lorsque «surpasse 2. C’est sur quoi on trou- 
vera ei-après quelques rcclierelies dans la Vh partie. 
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§ II. Théorèmes concernant la résolution en nombres entiers de 
l’équation x" — b = ay. 


(318 ) Si l’on satisfait à l’étpiation proposée en faisant x=6, on 
y satisfera plus généralement, en faisant x=0 + «2, 2 étant un 
nombre indéterminé. Or dans la suite formée d’après le terme gé- 
néral 6-l-az, il y aura toujours un terme compris entre — -jO et 
76; on peut donc regartler ce terme comme une solution ou racine 
de l’é)]iiation proposée ; et la question est de trouver toutes les so- 
lutions ou racines de cette sorte dont l’équation projxisée est sus- 
ceptible. Voici différents théorèmes qui remplissent cet objet, dans 
le cas où a est un nombre premier; nous considérerons ensuite le 
cas où a est un nombre composé. 

(33q) Théorème I. a L’écjuation ,if — i = Jn.(rt)(i), dans la(|uellc 
« a est un nombre premier, et b un nombre non-divisible par a, 

a — I 

a ne sera possiWe qu’autant qu’on aura b~iT — i = ait («),u étant 
a le commun diviseur de n et de « — 1 . Si cette condition est rem- 
a plie, l'équation pro|K).sée aura un nombre u de solutions c|ui 

« seront comprises dans l’équation x“ — i’^=0lt(o), où ic est le 
a moindre entier positif qui sati.sfait àl’équation — ç(a — 

Si l’éfjnation proposée est résoluble , on aura , en rejetant les mul- 
tijjlesde a,af‘z=b;on a en même temps , par le théorème de Eermat 
(n' laq), x‘~‘ — I. Les deux nombres « et « — i ayant pour com- 
mun diviseur u, si l’on fait n — n' a, a — i =a'o, il sera facile de 
trouver deux autres nombres positifs w et 9 tels qu’on ait 


ir n’ — 9 a' = I . 



(i) L’expression abrégée (HL (a) désigne un multiple de a. 


Digitized by Google 



THÉORIK DES NOMBRES. 


Maintenant des équations x" “= i , on tire 

i.r t:»'® “ i ® it: 

0 =x =x^ =x , donc X =« , ou 

x“ — è’'=an. (a); 


d’où l’on voit que l’équation proposiH' ne pourra avoir qu’un nombre 
<0 de solutions (n" i3a); et pour qu’elle ait effectivement ces solu- 
tions, il faudra que les deux équations x" x“ “= i puis- 
sent s’accorder entre elles. Or ces dernières donnent x" . 

,r“ “ “ = i" = I ; donc il faudra qu’on ait6"' = i , ou 
b ‘' — I =aTt(a). 


Cette condition est la seule nécessaire , et toutes les fois qu’elle sera 
remplie, l’équation proposée aura un nombre u de solutions con- 
tenues dans l’équation x“ — /»’*=3TL(«). Or ou s’assure que celle-ci 
a efi’ectivement un nombre u de solutions, en observant que x“ — b^' 

est facteur de x'* — é“’'qui revient à x*~' — i -t-nR. • » v'*. • 

Remarquez que si dans réquation proposée « est plus grand que 
a — I , on |)eut ôter de cet exposant les multiples de a — i , et ne 
conserver que le reste positif. En effet, x*"' divisé par a, laisse le 
reste i ; donc o— e. divisé par a, laissera le même reste que x’. 

(34o) Il suit du théorème précédent que l’écpiation x' — i = 3K.(a) 
aura toujours une solution , {juel que soit ô , lorsque neta—i seront 
premiers entre eux ; soit alors it le plus petit nombre positif qui 

satisfaità l’équation jt« — <f{a— i)= i , cette solution serax = ô’'. 

En général, ce théorème a l’avantage d’indiquer tout à-la-fois si 
l’équation proposée est résoluble, combien elle a de solutions, et 
quelle est l’équation la plus simple qui contient toutes ces solutions. 
Dans l’équation réduite, l’exposant de x sera toujours diviseur de 
n — I ; ainsi il ne s’agit plus que de trouver les solutions de l’équa- 
tion x' — b=3!L(a), dans la supposition que n soit diviseur de 
a — I . Or il est facile de voir que si on connaît une des valeurs de x, 
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on les aura toutes en multipliant la valeur connue par les diffé- 
rentes racines de l’équation x“ — i =3rt(a); il convient donc avant 
tout, de s’occuper de la résolution de cette dernière équation. 

(34i) Théorème II. « Étant proposée l’équation x ' — i =on.(a), 
a dans laquelle a est un nombre premier, et n un diviseur de n — i , 
« en sorte qu’on ait « — i = a' n, 

« i“ On aura x=ii^ , u étant un nombre quelconque non-divi- 
« sible par a. > 

« 3° Si 8 est une valeur de a; , 8* en sera une aussi , quel (}ue soit 
B l'exposant m. 

JC 

« 3' Si le nombre 8 est tel que 8’ — i ne soit jias divisible par n, 
« » étant un diviseur premier de n, la formule x=8“ contiendra 
« tontes les solutions de l’équation projK>sée , lesquelles seront i , 
«6,8’.. .6'“‘, ou les restes de ces quantités divisées par «. 

« 4* Non-seideinent il y a plusieurs nombres 6 qui jouissent de cette 

« propriété, mais le nombre en est etc., 

« V, v’,v", etc. étant les différents nombres premiers qui peuvent di- 
« viser n. » 

Car I” si l’on fait x = «‘',’oii aura x'— i =«■'■ — i = ii‘~' — i , 
quantité toujours divisible par a. 

2 " Si x = 6, on aura, en rejetant les multiples de a, 8’= i : fai- 
sant doue X 3= 6" , oti aura pai-eillement x" = 6"‘= i , quel que soit m. 

3* F/équatioii proposée devant avoir» solutions, la formule x=6" 
Icsétonuera toutes, si dans, la suite i ,6,6‘,6’. . .8‘~‘, il n’y a j>as 
deux termes égaux (en rejetant toujours les multiples de a). Or 

supposons 8^ = 8^, il en résultera 8® = i , o étant [t — ou X — (/., 
et par constVjuent moindre que». Mais comme on a déjà 6"= i ,si 
on ap|3t*lle e le commun diviseur de u et de » , et qu’on résolve l’équa- 
tion — as=f ,onauea^”-^ =s8°^ lej>re«iier membre , à cause 

de 8'=ï , se réduit à i ; le second , à cause de 6** = i , se réduit à 
6*; ainsi on aurait 6*= i. Soit »=t»', et »'c= »"v,v étant un nombre 
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e in‘ - 

premier; puisqu on a 9 = i , on aura aussi 0 = i, ou 9’'= i ; équa- 

tion impossible, puisqu’on a supposé dans l’énoncé du théorème, 

n 

que la quantité 9’ — i ne peut être divisible par o/donc la formule 
a; =9“ renfermera implicitement toutes les solutions de l'équation 
proposée. 

4° Soit V l’un des divi.seiirs premiers de n; de même qu'il n’y a 
que n valeurs de x qui satisfont à l'équation âf — i =on.(«), il n’y 

* n 

a aussi que ^ valeurs de 9 qui donnent 9’= i. Donc sur n valeurs 

que doit avoir 9 dans l’équation 9" = i , il y en a n — - qui ne don- 
» 

lient pas 9’= i. Raisonnant de même à l’égard des autres facteurs 
premiers dont « peut être composé , on conclura qu’il y a un nom- 
bre U ^ ^ I — , etc. de valeurs de9, telles qu’au- 

n m n 

cune des quantités 9* — i , 9'' — i , 9’'’' — i , etc. , n’est divisible par a. 

(34a) Donc si n est un nombre premier, il suffira d’avoir une 
valeur de x autre que l’unité, et cette valeur étant nommée 9, la 
formule a; = 5" contiendra toutes les valeurs de x. 

Si n est une puissance d’un nombre premier v , pour que la valeur 
x=H qui satisfait à l’équation x"=i, en donne la solution com- 

n 

plète, il faudra que 9’ ne soit pas égale à -t- i , et alors on aura 
x = r. 

Enfin si n est de la forme v“v'°v'T, etc., comme on peut toujours 

fi 

le supposer, je fais v"T = jt", etc., et je résous sépa- 

rément les équations 

aJ^~i=3n,(a), ~ i =DK.(a), ~~ i =3ii {a). 

{t) Le nombre des valeurs de 9 est le même que celui des nombres plus petits 
que ^ct premiers à n. (Introd., art. XV.) ' ' ; ' 


Digitized by Google 



QUATRIÈME PARTIE. 17 

Soient x=x", x — ^ etc. les solution» complètes de ces 

équations, je dis qu’en prenant 8:i=xx'V', etc., la formule 
sera la solution complète de l’équation projiosée. C'est un moyen 
qu’on pourra mettre en usage , lorsqu’on naura pas rencontré tout 
d'un coup, par la formule x=u"', le nombre ô propre à donner 
toutes les solutions. 


ExE.Mei.E I. 

(343) On demande les sept valeurs que doit avoir x dans l'équa- 
tion X ' — I = 51^(379) ? 

Puisque 379 — 1=7.54, aura x=«“, u étant un nombre 
quelconque non-divisible par 379. Soit u = a, on aura, en rejetant 
successivement les multiples de 379, «‘= 64 , u“= — y 3 , 

«“ = 1 5 o, «“ = I a 5 . Donc a; = i a 5 , et comme l’exposant 7 est un 
nombre premier, toutes les valeurs de x seront comprises dans la 
formule x= ia 5 ", laquelle donne les sept nombres suivants t, ia 5 , 
86 , 1 38 , — 1 84 , 1 1 9 , 94. moindre valeur de x étant 86 , on voit 

qu'il aurait été fort long de chercher les valeurs dex par le tâton- 
nement, en faisant successivement x=± i , ±2, ± 3 , etc. 

Exemple II. 

■ . P 

( 344 ) Étantproposée l’équationx" — i =011.(379), on P^u*, d'après 
le n" 34 a, résoudre les équations x® — i = ott(379),x’ — 1=011.(379). 
Celles-ci ayant pour solutions complètes x= i8o“, x= ia 5 “, on en 
conclura celle de la proposée x=(i8o. ia 5 )“= i39“; et comme le 
carré de i39 , divisé par 879, laisse le reste — 8 , on a plus simple- 
ment .r = ( — 8)". 

I.a même équation aimait donné immédiatement , par la première 
partie du théorème II, x= Soit « =2, on aura x= 64 ; et comme 

les diviseurs premiers de «=63 sont 3 et 7, il faut voir si 64 *' et 
64 ’ ne donneront pas le reste 1 . Or on trouve que ces puissances 
ne donnent pas le reste + i ; donc 64" eût été encore la solution 
complète de la même équation. 

II. . 3 
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(34’>) Théorème III. « Etant]>roj)o»éelVquation a;”+ i =OlL(a), 
« dans laquelle a est premier et 4 « diviseur de a — £ ,on résoudra 
U léquatioii — i =0H.(«) <pii sera toujours possible. Soit x=6“ 
« la solution complète de celle-ci, je dis que la solution complète 
« de la pro|K)sée sera = t'étant un nombre (pielconqiie. » 

Car 9” étant une valeur quelcoïKjue de x dans l’équation 

— i=3n.(('t), (!■" sera aussi une valeur quelconque de x dans 
l’équation x ” — i Restent donc les puissances impaires de 

9 pour résoudre l’équation x" i:=inL'(«). 

ExEMI'LE. 

(34fi) Soit proposée réqnation x^ + i =^'^ (433), qui est réso- 
luble, parce que 433 — i divisi- par 'Ri, donne le nombre pair iz. 

Je me servirai j)Our cela de l’équation x ~' — i = •'JtL (433) , f|ui 
donne a:=M\ Soit « = 5, on aura on x= 3y. Cette valeur étant 
nommée 9, on a 9’®= — i , 9*^= iqS; donc suivant les parties a*“* 
et 3*'” du tliéorème II, 9' est la solution complète de l’écjuation. . 
.r'* — I =.?lt.(433), et par conséfjuent 9’'"*'' est celle de la proposée 
*“-1- I =oa- (433). -Voici les ti’ente-six solutions qui en résultent. 

j= 37”-+" = ±37±8± i27±ao3±79±9q± a± i4o± i-îq 
± I a8 ± i33 ± a iG ± 35 ± i43 i 3ai "5 it 54d: 1 1 7. 

Les mêmes valeurs seraient renfermées plus simplement dans la 
formule a: — 2”''“'. 

(347) Théorème IV. « Étant proposée l’équation x" — ê = 3n. («), 
«dans laquelle A"=±i, m étant diviseur de » 

« i” Si m et n sont premiers entre eux, et qu’on clierche les nombres 
« positifs TC et 9 tels que tc « — 9 m = i , je dis qu’on aura x — h'y, 
O J étant une racine quelconque de l’équation y — (± i )*'’ = Oit («) ; 
« 2“ Si m et« ont un commun diviseur(ü;soit«=«'uctTC«' —9m — !, 

« on aura x'^ = l/^y, ou .r“ — //j=3n. (a), /étant une racine qnel- 
« conque de l’équation )'^ — (± 0H.-(a). » 
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Car en faisant dans le seccMid cas = y, on a æ" “ ou, . 

i)*^ = l>. Le premier cas est d’ailleurs une 

suite du second. 

Ce théorème offre déjà un grand nombre de cas où l'on peut rappe- 
ler immédiatement l'équation — />=aTt(fl)àla forme a:"± i=3TL(n). 
Il indique en même temps une infinité d’autres cas où l’équation 
x‘ — è = 3lt'(n) se décompose d’elle-même en un nombre n’ d’équa- 
tions de degré inférieur y 

Exemple I. . 

(348) Soit l’équation x^-t- 49 = ^(223), qui est insoluble (Th. I), 
parce qu’ona ( — 49)’*= 1 . Les pombres 3 et 74 étant premiers entre 
eux, on aura, suivant le théorème précédent, æ=( — 4g)*'j= — 669', 
y étant une racine de récjuation^>^ — i =31^(223). 

Remarquez que si on eût proposé l’équation x'+q = 30.(223), il 
eût été facile de voir qu’une de ses racines est a; = 6. Or il suit de là 
que dans l’équation ar'-t- 4g = 3o(a23), on a x = — 30. En effet, 
les trois racines de cette dernière sont x = — 36 , — 66 , 102. 

En général , si a est une solution de l’équation x* — û=30 {a) , «* 
en sera une de l’équation x" — Z»* = 30 (a). 

Exemple II. 

■ ■ I • 

(34g) Etant proposée l’équation x'-t- 20 = 30 (6t), où l'on a 
Z> = — 20, il faut d’abord, pour que cette équation soit possible 
(«°33g), qu’on ait, en négligeant les multiples de6t , è" = i.Or on 
trouve Z>‘ = — i ,et par conséfjuent Z>'"= i ; donc l’équation est pos- 
sible. Ensuite, puisque les exposants 6 et 5 sont premiers entre 
eux, on aura , suivant le théorème, x= — 2 oy, et j*-f- i =30(6t). 
Or l’équation y " — i =30(61) a pour solution complète 9 = 29' ; 
donc X = — 20 . 2g’"^ ' = 3o . 1 3'. Les nombres qui en résultent sont 
± 7 , ± 24 , ± 3o. 

3 . 
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Exeutple III. 


(350) Soit lëquatlon a:"’ — 5=3lt(6oi), on trouve = — i ; mais 
eonime lo et T> ont pour eominun diviseur 2, on fera, suivant la 
seconde partie du théorème, x'=b'yvtjr‘ — i = 3it^(Goi). Celle-ci 
donne ainsi réfjuation proposée peut se décomposer 
en cinq autres du second degré, qui sont : 

x‘ — i2o=Jit(6oi), x‘ — i54 = 3n.(6oi) , a;* -t- i83=3ic(6oi), 
x' — 276 = 3IC (Oo I ) , X' — 234 = aie ((>0 1 ). 

■Mais cette décomposition est |)eu avantageuse, car il suffît d’avoir 
une valeur de x <|u’oii inulti[>liera par les racines de l’équation 
y'*— I =3 an. (()oi); on peut donc n’employer qu’une de ces équations, 
et la troisième, qui est la même que x’ + a8’=3iv(6oi), est celle 
«l’oii l’on tirera le plus aisément une valeur de ar(n° 187). 

(351) Théorème V. a Soit l’écjuation à résoudre af — i=r:3n. («), 

« dans laquelle 1 , » étant diviseur de soit x—^" la so- 

« iution complète de l’équation — 1= on. («);/> devant être un des 

« nombres 0“, . .9^*’’ je suppose ^=9*''*’ : cela posé, 

O je dis que la solution complète de la proposée sera » 

En effet, cette valeur de x donne x’—b, quelle que soit m; il 
suffît donc de faire voir'tjue b se trouvera toujours parmi les nom- 
bres 9',6”, etc. Or puisque 9“ est la solution complète de l’équation 
.x"*” — i=otc(rt),onanra9'"" pour celle de l’équation a:“ — i=3n,(a); 
et puisque />“= i, il est, clair que b doit être un des nombres repré- 
sentés par 9“. r 

Cette méthode pour résoudre l’équation x' — b=3^(a), n’esi 
sujette à aucune exception; mais il peut être plus ou moins long de 
chercher b dans la suite 9", 9”, etc. , et pour qu’elle réussisse complè- 
tement , il faut que le nombre u ne soit pas bien grand. Si l’équation 

I résultait de l’équation “= — i , il ne faudrait chercher h 
que dans suite 9", 9’“, 9‘", etc. 
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Exemple. 

(35a) Soit l’équation x'” — 5=3it((>oi), déjà traitée (34 >), mais 
qui n’a pu se déconq>oser qu’en facteurs du second degré. On aura, 
en rejetant les multiples de 6oi ,è= 5, //= — i , 4” = i , et ainsi 

o>=ia. Maintenant la solution complète de l’équation 

x'” — I =31l(Goi), trouvée par le théorème II, est x=( — i4o)“> 
et par conséquent celle de l’équation .r” — i=Jiv((joi) est... 

x = ( — i4o)'"^ ou laol* ; donc 4 doit être compris dans la formule 

laol^, en prenant pour fi un nombre impair: or on trouve qu’il 
faut pour cela faire (a= 5. Donc la solution complète de l’équation 
propo.sée sera x ={ — rio)***"”" ou x = ai4-(il>9)"’- Les valeurs qui 
en résultent sont db ai4 > ± io6, ± i iG, ±229, ± 237 . 

(353) Ayant trouvé un nombre 0 tel que 6" — b est divisible par le 
nombre premier o, il est facile de trouver une valeur de x telleque 

X* — b soit divisible par une puissance quelconque de ce nombre 

premier. Pour cela, soit 6' — ^=Ma, si l’on fait i" x=6 + A« , 
et qu’on détermine A et M' par l’équation M + n9'"'A=«M', il 
est clair que x" — b sera divisible par a’. 

Si on fait 2 " ^'=0 + Aa, x=9' -f- Ma' , et qu’on détermine A' 
et M’ |>ar l’équation M' + «9'"“' A’=«’ M’, la quantité x” — b sera 
divisible par <t*. 

Si on fait 3° 9' = 9'-t- Ma', x=9”-4- Ma*, et qu’on détermine M 
et M'" par l’équation M" + nd''~' M' =.a* M'", le binôme x' — b sera 
divisible par a*. 

On continuera ainsi jusqu’à ce que x" — b soit divisible par n“; et 
si « n’était pas un terme de la suite 2 , 4 , 8t tb, etc., on voit aisément 
quel changement il faudrait apporter à la dernière des équations 
indéterminées. Ainsi si on avait a—'], au lieu de la troisième équa- 
tion M" -t- « 9 "* M = a* M'", on prendrait M" n 9"' ~ ' A" = a’ .M" , 

et la valeur x= 6 "-t- M' a* rendrait x " — b divisible par a’. 

Nota. Si l’exposant n était divisible par a, il pourrait arriver 
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que quelqu’une des équations qui sen ent à déterminer A , A', A", etc., 

fût impossible; mais alors on aurait acquis la preuve que x" — b 

ne peut être divisible par 

(3 ■>4) .Maintenant si l’on veut que x' — R soit divisible par un 

® ê et 6 

nombre composé (pielconque A = et , etc. dont o“ , l> , cl, etc. 
•sotit les facteurs premiers, élevés à des puissances quelconques; il 
faudra, parce qui précède, déterminer les nombres etc., 

tels (pie les quantités 


X'—R 


a 


a 




soient des entiers. Ensuite on combinera ensemble les équations 

fi 

x=X -I- o“z=|i A°z' = v + cYz"= etc. 

Et on obtiendra de cette manière toutes les valeurs de x moindres 
(pie 7 A, qui rendent af — R divisible par A, ou qui satisfont en 
général à l’équation x' — R=Aj. 

Si on avait à résoudre l’équation Cx" — R = Aj^, on (lOuiTa sup- 
poser (jue Cet A ii’out point de commun diviseur; (car s’ils enavaient 
un ,oii le ferait disparaître par la division). Soit donc Cjt — A v = i , 

si l’on fait = — vx', l’équation à résoudre deviendra 

X’ — B(t = A_>'', et ainsi sera ramenée au cas déjà traité. 
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§111. Résolution de l’équation x’ + a= 2 "y. 


(355) IM Oüs avons déjà vu (n" igi) qu’en écartant les cas les plus 
simples dans lesquels m ne surpasse pas 2 , cette équation est réso- 
luble pour toute valeur de m , a étant de la forme — i ±8 a. Voici 
alors comment on peut trouver la solution généralede cette équation. 

Considérons d’abord la suite connue 


(i zÿ— I 


I 

+ -z- 
1 


2.4 


z‘- 


1 . 1 . 3 _j 1 . 1 . 3 . 5 
~ 2 . 4 . 6 . 8 * 


etc. 


et observons que ses coefficients, réduits à leur plus simple expres- 
sion , sont : 

* _L ' A 7 a» 33 


de sorte que leurs dénominateurs ne sont autre chose que des puis- 
sances de 2 dont les exposants croissent suivant une certaine loi. 
<#oiir rendre raison de cette propriété, on [>eut faire 

t 

(i -t- z)- = I + Az-»- Bz’ -t- Cz’ -H etc. ; 

puis carrant les deux membres, on aura pour déterminer les coef- 
ficients A , B , C , etc. , les équations : 

2 A= I 
2 B = — A* 

2C = — 2A b 

2D = — 2AC— B’ 
etc. 

IVoù l’on voit que chaque coefficient se détermine à l’aide des pré- 
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cédents, sans introduire aucundénominateur autre que 2 . Donc tout 

coefficient réduit doit être de la forme — , M étant un entier. 

(356) Mais pour apercevoir encore mieux la loi de ces coeffi- 
cients et déterminer en même temps l’exposant de la puissance de 
2 qui leur sert de dénominateur, prenons l’expression générale du 
coefficient de z ' , laquelle est. 

1 . 1 .3.5. . . .(a IJ — 3) 

a. 4 . 6. 8.... 


Tous les termes du dénominateur de cette quantité étant pairs , si 
on multiplie de part et d’autre par a’, on aura 

.. 1 . 1 . 3.5. . . .(a n — 3) 

2'N= T-J i '• 

l.a.3.4.... n 


Multipliant encore les deux membres par 2 . 4 • 6 . . . (2 — 4) > le pro- 
duit sera 


2 " N (a . 4 . 6 . . . 2 rt — 4) 


I .a.3. 
i.a.3. 


(an — 3) 


A 


Il est visible que le second membre se réduit à n -+ 1 ./i-f-a. . .an — 3, 
et le premier à a’“" N(i .a.3 n — 2 ); donc on a 


•N = 


n -4- I .n-H a. . .an — 3 


i.a.3 n- 


Multipliant successivement les deux membres par n et par an — 2 , 
on aura 


2 ”— nN = 


n.n-f-?.n-4-a...an— 3 


I . a . 3. . .n — a 


.. n-|-i.n- 4 -a...an- 

2‘""’(2/l a)N = - 

' ' I . a. . .n — a 


Or ces deux quantités doivent être des nombres entiers , puisqu’on 
sait en général , par la formule du binôme, que la quantité 

C.C-+- — I 

1 . a . S. , . . m 
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est un nombre entier. Donc faisant 2'*~’/îN=Eet(2/i — 2)2**~’N=E', 
on aura 

aE-E- . 


d’où l’on voit que le coefficient N du ternie N z' ne peut avoir pour 
dénominateur que la puissance 2”“' ou une puissance inférieure 
de 2, lorsque n sera impair. 

Pour déterminer dans tous les cas ce dénominateur , il faut re- 
courir à la première formule, 

i.i.3.5...(n— 3) 

3.4-6.S... an ’ 

et ou voit (jue dans la valeur réduite de N le dénominateur né sera 
autre chose que la plus grande puissance de 2 qui divise le produit 
2 - 4 .f». . .2« , ou, ce qui revient au même , le produit i .2 . 3 . . .2«. 
Or on a donné ci-dessus ( [ntrod. , n‘ XVTII) l’expression générale 

de cette puissance, laquelle est 2’" *, v étant le nombre des termes 

2“ + 2^ 2'*’ ■+■ etc. dont la somme forme le nombre 2/1. 


(3.07) Pour revenir à la résolution de l’équation x‘+ a = 
lorsqu’on fait n= — i ::p 8a, supposons qu'on développe f/(i±8a) 
en série, de la même manière qiiel/(i -j- z), ce qui donnera 


l/'(l±8a) = I±i2\ 


i.i s .. I.I.3 „ , 

1 2 a db — a’ a 

a. 4 a.4-o 


1 . 1 .3.5 ^ 

ï. 4 . 6.82 “ * 


Un ternie quelconque de cette suite peut être représenté par N .2*' a", 
et comme N est une fraction qui a pour dénominateur 2 élevé à 
la puissance 2« — i au plus, il est clair que tous les termes de 
cette suite se réduiront à des entiers divisibles par des puissances 
de 2 de plus en plus élevées. 

Imaginons maintenant qu’on neprolonge cette suite que jusqu’aux 
ternies exclusivement qui sont divisibles par 2""' , et dans cette hy- 
pothèse faisons 


e=i ±i. 2 '« 

a 

II. 


a. 4 


.2* a’ ± 


1 . 1 .3 
a. 4-8’ 


1 . 1 .3.5 
'a. 4. 6. 8 


. 2” at* ± etc. 
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La quantité 9“ + a ou 4’ — (i ± 8 «) ne [)ourra être cuinposée que de 
termes divisibles par a"; donc en faisant .r = 4,on satisfera à l’équa- 
tion .r‘ -t- a =2" J'. Donc la solution générale de cette équation est 

xz= 2 "“' .r'± 0. 

Par exemple, |>our résoudre l’équation x‘ + i5 — 2 “jr, on fera 
± a = 2 , c’est-à-dire que prenant le signe inférieur on fera a= a , 
et prolongeant la suite jusqu’aux termes divisibles par a’ exclusi- 
vement, on aura 



Le ternie — 3. a* se réduit, parlamêmeomission,à — a’ ou a" — a'=2'; 
donc on a 9 = I — 8 — 3a + a56 =a 1 7, eten général x=5i a.r'±a 1 7. 
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§ I V. Métluxle pour trouver le diviseur quadratique qui renferme 
te produit de plusieurs diviseurs qiuzdrntiques donnés. 


(358) Problème I. «Étant donnés deux diviseurs quadratiques 
« A , a', d’une même formule f + au' , trouver le diviseur quadra- 
« tique qui renferme leur produit AA'. » 

Nous distinguerons deux cas, selon que les diviseurs proposés sont 
delà formeordinaire/Jj'+ay/s + rz’oudela ïovmepf + qyz + rz', 
dont les coefficients sont impairs. 

Premier cas. Soit ^=py‘ ïqyz-\- rz' et \'=p y'' + 7iq'y'z +dz'‘, 
nous supposerons que les coefficients p et p' sont premiers entre 
eux , ou que du moins ils ont été rendus tels par une préparation 
convenable. G.da posé, si l'on fait py + q z=x , p' f q' z =.t , 
on aura p\=x' -t-az’,//A'=x'’-t- az', donc 

pp' Ms'={xx zkzazz')' + a{xz' -^x' z)'. 

Mais puisqu’on veut que le produit A a' soit contenu dans un diviseur 
quadratique de la formule t*-+- puisque d’ailleurs ce produit, 
considéré en général, doit contenir le produit particulier pp , on 
pourra supposer \d=pp'\'+ aç YZ + |Z’ et pp'lf — ç’ = o, ce 
qui donnera 

pp^ a' = 1 (/?/?' Y -t- çZ)* -t- a Z’. 

Comparant cette valeur à la précédente, on aura 

pp'y -i- <fZ = xx' dztizz' 

Z t 1 

= XZ Z^X Z. 

Mettant au lieu de a sa valeur pp' — 9’» la première de ces deux 

4. 
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t^uations donnora 

Y=(x±9z) (a/ — !^z')±pp' 

et en substituant de nouveau à la place de x et x' leurs valeurs 
py +qz et P y -t- iy‘z , on aura, après avoir divisé par pp'. 


Y=(j + ^^2) (y +-y^2)±'î'2 2'- 

('.ette quantité doit être un nombre entier; indépendamment de 

toutes valeurs de z et de z', il faut donc (ine et ~ — ^ soient des 

P P 

entiers. Soit en conséquence 


cf=p n:^q^p n + q -, 


{**) 


on pourra toujours déterminer n et «' par \’it\UAX\o\\pnzfq=pn’ 
puisque p et p sont premiers entre eux ; on aura ainsi la valeur de ç , 

laquelle donnera un nondire entier pour Car ayant 

^—pnzpq, et q' a=p r , il .s’ensuit que 9’ + a est divisible jiar 
^ / ayant de même •sf=pri -\-q' et <7’* -f- a—p'r\ il s'ensuit que 
9* + « est divisible par p'\ donc puisque et p' sont premiers entre 
eux, il faudra que 9’ + a soit divisible par pp'. 

Les nombres n, 9 , i|) étant déterminés comme on vient de le 
dire, si l’on fait 

Y —{yàznz){^y' — n'z') -àa^zz 
Z = jrz' + .T'z = (y»j-t- 72)2' T (yy + '/2')z, 


on aura le produit cherché 

—pp'\' + 29 YZ 4 - ijiZ’; 

de sorte que ce produit sera contenu dans un nouveau diviseurqua- 
drati(|ue de la même formule V + a 

(35g) On doit remarquer, à cause de l'ambiguité du signe jL dans 
l’équation (a) , que le [)roblcmc considéré en général a deux solutions. 
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Mais il ne peut en avoir plus de deux. En elTet.,«n ()eut sup|K>ser les 
nonibre.s p et // premiers l’un et l'autre; et le diviseur quadrati- 
que, quel qu’il soit, qui renferme 4 d', sera toujours de la forme 
pp'y -t- 2ç_rz -t- ijis*, où l’on a ÿ’ + a—pp^. Mais lorsque les nom- 
bres P et P sont premiers, il n’y a que deux valeurs de <p moindres 
(|ue ^pp' y qui rendent divisible [>ar pp . Doue il n’y a au 

plus que deux divisrnirs quadratiques différents qui renferment le 
produit AA'. Je dis au plus , paree que dans quelques cas particu- 
liers, les deux diviseurs quadratiques réduits à l’expression la plus 
simple, pourront coïncider en un seul , lequel contiendrait AA' dans 
deux combinaisons différentes. Cela doit arriver, ainsi qu’on en 
verra un exemple, lorsque la formule V -t- nu' ne contient qu’un 
seul divi.seur (piadratique correspondant aux formes linéaires dans 
lesquelles pp est compris. • • ? 

( 3 (Jo) Second cas. Si le nombre a est de forme -h 3 , et qu'en 
conséquence le diviseur quadraticpie A, qu’on supposera impair, 
soit de la forme py -t- i/yz t- rz‘, dans laquelle les coeflicients p, 
q , r sont impairs, et où l’on a ^pr — = a, on pourra encore faire 
usage de l’analyse précédente, pour avoir le produit AA'. En effet, 
comme on a 2 A = 2 py -t- 2 qYZ -t- 2 rz’, 2 a'= 2 p'y^' -t- 2 q'y’z' -I- 2 rz', 
il suffira de mettre tians les formules trouvées’2 et 2 r à la place de 
p et r. On aura donc, pour déterminer n et n , l’équation 

i»«— />'«'= 7(7' — 7) ; (11) 

d'où on déduira les valeurs de ^ et ij» , savoir nsyq, iJr=-2— 

Faisant ensuite Y=(j^± 'L — {p.py y- qz)z' 

::p (2^’y-l- ^'z')z, on aura 

— f\pp'\'-Y 2 9 V Z -f- Z*. 

Or on voit que Z étant toujours pair , on peut mettre 2 Z à la |jlac»‘ 
de Z, et alors si l’on fait de nouveau 

Y = (j± /jz) (y — «'z';±(j'Z2' ' 

Z=-.]yyz -y:py z-\ \iqzp q') zz' , 
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le produit cherché sera 

+ ç \ Z -H iji Z*. 

ExEnri.E I. 

(36 1 ) Soient proposées les deux ruriiiules A= lo rz+ai s’, 

4 - 2 yz' H- 3oz'’, lesquelles représentent deux diviseurs 
quadratiques de la formule Pour avoir le produit AA' 

exprimé par une formule de même nature, j’observe que les coef- 
ficients et 9 étant premiers enti’c eux , on peut, sans aucune pré- 
paration, appliquer à cet exemple les formules du n' 358. Faisant donc 
p—\^, q — ü , y= 9 , q'= I, on aura l’équation i4« T 5 = 9 «'-+- i , 
laquelle donne deux résultats differents, selon qu’on |)rend le siftne 
supérieur ou l’inférieur. 

I* Avec le signe supérieur, on aura « = 3, «'=4 , ? = 37 , i3, 

de sorte qu’en faisant 

Y =ry + 3 zy — Sjrz + zz' 

Z x= I 4 >• z' 4 ZZ , 

le (Hoduit cherché sera 

A a’ = 1 26 Y’ + y4 V Z -t- 1 3 Z’. 

2 * .'\vec l’autre signe, on trouve n=i, n=2,f=i(j,i = 5; 
doue en faisant ' ' 

Y=i: 7 y — *y — 2 JZ— 3zz' 

Z= i4.K^'+93y -t-fizz', 

> 

le même produit sera de nouveau 

AA’= i 26V’+ i«YZ-»- 5Z-. 

Maintenant, pour réduire ces produits à l'expression la plus sim|)le, 
il faut faire, dans le premier cas, Z = U — 2 Y, et dans le second, 


Digitized by Google 


QUATRIÈME PARTIE. 3i 

Z= U —4 Y , ce qui donnera finalement ces demt i>5snltats : 

I TJ=a^y + C>xz — 3y z + 6zz' * 

^ + 3j'f — + 

AA'=r 3 U' + aaUY+'ioY’. 

U = 4.ry + 5y Z H- 6 >■ Z — 6zz 
Y =y y — y Z — 2 yz — 3zz' 
aa' = 5 U*— 2UY + 54Y’. 

E X E M P L F, I L . 

/ I 

(36a) Soient proposés les diviseurs A=y +yz + 4*2*,.... 
A' =y* -t- y z' + 4 * 2 '', tous deux appartenants à la fomule t* +' 1 63 u'. 
Pour avoir leur produit exprimé d’une manière semblable, on suivra 
les formules du n* 3Goj lesquelles donneront les deux résultats que 
voici : 

I * I Y ==jy + *y + 4 ‘ 2 » 

Z=yz'—yz ... 

A a'=y* + yz + 4 * î^‘• 

Y'=ry— 4*2^'- 
(a) Z=yz' +yz + zz 
A a' = A * + A' Z + 4 * Z*. 

. l •* 

Dans les deux cas, le produit est de même forme que les deux fac- 
teurs; et en effet il ne peut être de forme différente, puisque la 
formule t* + r63f/* n’est susceptible que d’un seul diviseur qua- 
dratique. ^ ^ . 

(363) Problème II. aTrouverleproduitdedeAxdiviseursquadra- 
« tiques semblables \=py+a(jyz+rz', a'= py^ + ^qy' z'-h rz'.u 
On pourrait, par une transformation, réduire ce problème au 
précédent; mais il est plus simple de procéder à la résolution directe 
de la manière suivante : 

Soit/?^+ qz=x, py'+ qz' =x , on aura 

A Y p'={x' + a z’) (a.-'* + u z'*) = (a a ± « z z')' *- « (x z' x" *)’. 
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Si dans les signes ambigus dn second membre on prend le signe 
inférieur, et qu’on remette les valeurs de x et a/ ainsi (jue celle de 
a, on aura xx' + az z'=p'yy' + p q (yz' + y z) + przz' , et . . . 
xz — x' z=p{y^ — y d’où l’on tire, après avoir divisé par p ' , 

I 

AA' = (/?jy+ qyz'-i- qyz + rzz')’+ a{yz—y'z)‘. 

C’est la première valeur du produit AA' laquelle est de la forme 

P(Hir avoir une seconde valeur de ce produit, supposons 

A ùl'—p' ^ ’+ 2 ^ Y Z + (|) Z’ , et à l’ordinaire// — <j,‘ z= « ; nous au- 
rons AA'/j’ = (/>'Y -t- ifZy+aZ’; de sorte qu’eu compurant cette 
valeur à la première, on aura 

‘ Z==xz':pa;'z 

p'Y -t- <;f7j-=xx' ±azz' , 

substituant dans la dernière équation la valeur de a , ainsi f|ue celles 
de X, x' , et?., on en tire ! 

v= (r + (y + ^~ 2 ') ± + ïz"- 

Donc pour que Y soit entier, indépendamment de toute valeur jiar- 
ticiilière de z et z' , il faut nue et soient des entiers; de là 

on voit que dans les signes ambigus , on doit prendre seulement le 
signe inférieur J c’est pourquoi faisant ^—q + p>i , on aura _ 

Y = {y—nz){y‘ — nz') — ^zz 

.Z=/7(yz'-»-yz)+ 2yzz'. 

I t 

Mais il reste à déte'rminer n de manière que | soit un entier; or on 

a (1, = fJÜ = fr — y ^ Donc si l’on cberche 

p' P P 

les plus petites valeurs de m et n qui satisfont à l'équation 

r=pm — 7,qn, 
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toutes les comlitions seront remplies; on aura <^=.q-\-pn, \ = m + n\ 
et le produit demandé sera dans sa seconde forme , 

A A = + \ Z + \|/Z*. 

• 

(364) L’équation r=pm — dans laquelle m et n sont des 
indéterminées, sera toujours résoluble tant que p et -xq seront 
premiers entre eux; elle le serait encore, si p ci xq ayant un com- 
mun diviseur 6, r était aussi divisible par 6. Ce cas cependant im- 
porte peu à considérer , ou même doit être entièrement écarté, [larce 
qu’alors la formule py' -f- xqyz -H rz' ne pourrait représenter que 
des nombres divisibles par 9. 

Enfin il peut arriver que p ci q aient un commun diviseur 9, 
lequel ne soit pas commun avec r/ alors l’équation r=.pm — xqn 
serait impossible. C’est ce qui aura lieu dans les deux cas ci-après. 

i* Si a est divisible par 9 et non par 9’, car alors p divise bien 
V au' , mais p' ne peut diviser cette formule qu’en supposant que 
t et U ne sont pas premiers entre eux. 

2 " Si 9 étant diviseur commun de p ei q , les nombres pci a sont 
divisibles par 9’; car alors l'équation pr — q' = n pourrait avoir lieu, 
sans que r fût divisible par 0. Dans ce cas, une simple transforma- 
tion du diviseur py" + rz' préviendrait la difficulté; ou 

bien, comme ce diviseur est alors de la forme p'h'y'-i- xq'hyz-i- rz', 
tandis que la formule qu’il divise est f -t- «'9’«*, on peut mettre ) 
à la place de 9_y , et « à la place de 9 1 /, et on aura p' y' -t- xq' y z -i- rz' 
pour diviseur de f -H «'«*. Or dans cette dernière forme, il n’y a 
plus lieu à difficulté. 

(365) Si le nombre a est de forme 8 n -j- 3 , et qu’en conséquence 
les diviseurs quadratiques proj)osés soient \=py -{. qyz + rz' , 
\'=zpy' + qy Z rz"', on trouvera par une analyse semblable à 
la précédente, deux formes du produit AA'. La'première qui se 
présente immédiatement est 

AA'=Y'-i-YZH-4(o-t- i)Z% 
ir. 5 
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'^=pyf + tC?— 0.r*' + 7(</ + ')/ •= + rzz' 
7.=yz'—y> Z. 

Pour avoir la seconde forme, il faut chercher les moindres valeurs 
de m et n qui satisfont à ré(|uution 

r=pm — qn. 

Faisant ensuite les constantes ç = y + -zpn, | = m + et les in- 
déterminées 

V = {j— rtz)(y— nz) — ifzz 

Z=/'(r*'+y^) + ysz'; 

on aura 

AA — p‘ \ ’ + Z-hi)(Z'. 

(3f)6) Il est manifeste que le problème général qu’on vient de 
résoudre comprend, comme cas particulier, celui où il s’agit de 
trouver le carré d’un diviseur quadratique donné. Mais alors le pro- 
duit n’est su.sceptihle qued’une setde forme; car ayant j"/ — y z=o, 
la première valeur de AA' n’est pas de la forme d’un diviseur qua- 
dratique. 

En général , pui.squ’on peut exprimer le produit de deux diviseurs 
(juadratiques donnés, égaux ou inégaux, par une formule de la 
même es|)ècc, laquelle est aussi un diviseur quadratique, il s’ensuit 
qu’on pourra toujours trouver un diviseur quadratique égal au pro- 
duit de plusieurs diviseurs quadratiques donnés. 

Et si on s’occujm; seulement de la forme des produits, sans s'in- 
(piiéter de la valeur des indéterminées qui y sont contenues, le 
problème devient beaucoup plus simple, puisqu’il suffit d'opérer 
sur les coefficients , lesquels n’offrent qu’un nombre de combinaisons 
limité. 

Ayant donc désigné , par exemple , par A , B , C , D , etc. , les dif- 
férents diviseurs quadratiques qui conviennent à une formule donnée 
t‘ + au', on cherchera, par les principes précédents, quelles doi- 


Digitized by Google 


QUATRIÈME PARTIE. 35 

vent être les formes des différents produits deux à deux AA, A R, 
AC, BB, etc. Si l’on trouve tjue le produit AB peut être à-la-fois 

de la forme C et de la forme D, on écrira A B=|p, et ainsi des 

autres. Or on conçoit que les produits deux à deux étant trouvés, 
on en déduira aisément les produits trois à trois, quatre à quatre, 
etc.; de sorte qu’on connaîtra en général les diverses formes du 
produit qui résulte de tant de diviseurs quadratiques qu’on voudra. 

Dans cette notation , il convient de distinguer BB de B’ ; l’expres- 
sion B B désigne le produit de deux diviseurs quadratiques sem- 
blables à B, mais dont les indéterminées sont différentes; l’expres- 
sion B' désigne le carré du diviseur B , et suppose par conséquent 
que les deux facteurs B et B sont identiques, tant dans les coetfi- 
cients que dans les indéterminées; cette circonstance apporte une 
modillcation au résultat, car nous venons de voir que B‘ n’est sus- 
ceptible que d’une forme, tandis que B B en a toujours deux. Une 
pareille différence se fera sentir dans les expressions BBB, B’B,B\ 
et autres semblables : il est donc nécessaire de cliercher à quelle 
forme doit réjxmdre une puissance quelconque d’un diviseur <pm- 
dratique donné. C’est l’objet du problème suivant. 

(867) Problème III. a Etant donné un diviseur quadratique A de 
« la formule t‘ au' , trouver le diviseur quadratique de la même 
« formule, par lequel la puissance A* puisse être exprimée. » 

Premier cas. Soit le diviseur donné A=/>j* + açrj'z -t- rz’, et 
supposons, pour éviter toute difficulté, que ce diviseur a été préparé 
de manière que le coefficient p est un nombre premier non diviseur 
de a. 

On peut d’abord démontrer qu'il n’existe qu’un seul diviseur qua- 
dratique dans lerpiel A’ puisse être contenu. En effet, quel que soit 
le diviseur quadratique qui contient A", il devra contenir /A Or on 
a déjà prouvé (n° a34) que p étant un nombre premier , la puissance 
jf no peut appartenir qu’à un seul diviseur quadratique. Donc il 
n’y a aussi qu’un seul diviseur quadratique qui puisse contenir A'. 

Cela jîosé, puisqu’on a pr=q' + a, si l’on fait en général. . 

5. 


Digitized by Google 



.36 


l’HÉORIE DES NOMBRt:S. 

(7 + l/'^)' = F+ Gl/ — a, (7 — \/ — fl)* = F — on aura 
(7’ + n)" on fi^r’ = F‘ + aG‘. Or je dis que G et /> sont premiers 
entre eux , car si G était divisible par /j, F le serait aussi d’après la 
dernière équation. Mais on a 


F=^r/“ — ' 


-> n.n- 

-7— 


I .3.3.4 


— etc. , 


et si on néglige les multiples de p, on aura 


a= — 7’, et 



n.n — 1 



n . n — I . n — a . n — 3 

1 .2.3.4 



Donc 7, et par conséquente, serait divisible par p, ce qui est 
contre la supposition. 

Puis donc que G et /> sont premiers entre eux , on pourra faire 
F = i[.G <f> et H étant des indéterminées, et en substituant 
cette valeur dans l’équation p'r"=V‘ + aG‘, on en conclni’ii que 

+ e est divisible par p", et qu’ainsi on peut faire 9’ + a=p'i. 

Ayant déterminé de cette manière les quantités 9 et i}«, on aura 
le diviseur quadratique />"Y’ + a9YZ-t- lequel appartient à 
la formule V + a puisqu’on a p'i/ — <f'=a. Ce diviseur est celui 
qui contient généralement la puissance A*, puisqu’il contient le 
nombre/;"; mais il faut voir comment on déterminera Y et Z eu 
fonctions de y et z. 

Soit donc A"=/ 7 *A’* + a9YZ+ i}iZ’,ou A’//*=(/;'Y-t- 9Z)’+ nZ’: 
on a d’ailleurs A/; =(/;>- + 72)’+ a z’; donc si l'on fait/;>-+7Z=.r, 
//Y + 9Z = X, on aura X’-t- «Z*=(.i’’+ nz')'. Or on satisfait géné- 
ralement à cette équation , en prenant X-f-Zf/ — a=(x 4 z \/' — «)*, 
d’où l’on tire 


X = x- 


-X" 


1 . 3 . 3. 4 


c* — vU\ 


V ....^—1- /i./i— i.w — 3 , n.n — — 2.«— 3 .« — A . . . 

/.—nar 'Z — _ — x-V/z’h —-g 2 .r-‘«' 2 ‘_etc. 

1.3.0 1.3. 3 . 4 . 5 


1 æ valeur de Z est déjà exprimée par une fonction entière de x et 
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3 ; 


de Z, ou par une de_^ et de z; quant à Y, on a Y=î— or 


X‘ — ç’Z* = X’+flZ’ — /7 "i})Z*=/>’(a' — IZ’), donc il faut que.. 
X’ — ç’ Z’ soit divisible par/f . Mais on voit par l’équation p'i / — 
que 9 ne peut être divisible par p , piiisqn’alors a serait divisible 
aussi par p , contre la supposition. On ne j>eut supposer non plus 
que Z soit divisible indéfiniment par p , car alors X serait aussi di- 
visible par p , ainsi que x’ az'\ donc en omettant les multiples 
de p, on aurait az‘ = — x*, valeur qui étant substituée dans celle 
de X, donne 


X = .r-( 


I "h • 


-a.n — 3 


I . a.3. 4 


3 - etc 


) = 2'"x*; 


donc il faudrait cpie p divisât x, et par suite z, ce qui ne peut avoir 
lieu, puisque et z sont des indéterminées à volonté. 

Puisque la quantité X’ — 9’Z’ est divisible par p’, et que ses deux 
facteurs X 9Z, X — 9Z, ne peuvent avoir p pour commun divi- 
seur , il s’ensuit que l’un de ces facteurs est divisible par p'. Et comme 
le signe de 9 est arbitraire, on pourra sup|)oser que X — 9 Z repré- 
sente celui des deux facteurs qui est divisible par p'. Donc la valeur 
de Y développée en fonction de x et z, sera un nombre entier, quels 
que .soienQ- et a. Donc le diviseur quadratique ^'Y’-t- 29YZ-t- iJ/Z’ 
ainsi déterminé, sera égal à la puissance n du diviseur proposé 
py + 2 qyz + rz\ 

(368) Second cas. Soit la formule donnée à,z=py^ 
où l’on suppose/», q , r imjiairs et ^pr — q'=.a. 

On préparera encore , s’il est nécessaire , cette formule de manière 
que le coefficient p soit un nombre premier, et on démontrerait 
d’ailleurs , comme ci-dessus, qu’il n’y a qu’un seul diviseur quadra- 
tique qui puisse contenir la puissance demandée A'. 

Représentons ce diviseur par la formule // Y* -H 9 Y Z -t- i|/ Z’ , il 
faudra qu’on ait ^p' ^ = + a.Or comme on a déjà 4/? r=q' + a, 

si l’on fait (77 -•-il/' — rt)"=îF + tGI/ — a, les nombres F et 
O seront toujours entiers (n“ 5y), parce que a étant de la forme 
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8/1+3, — a est de la forme + \ : on aura en même temps 
(|<jf — 7I/ — «)*=7 F — tGI/ — a, et par conséquent 

ou ^r’ = j(F’ + a G’). Or on prouverait, comme ci-dessus, que F 
et G sont premiers entre eux , ou qu’ils ont seulement 2 pour com- 
mun diviseur; donc on pourra faire F = çG + 2//"H, c’est-à-dire 
qu’on pourra toujours déterminer le nombre inipair-ç dp' tel que 

^ soit un entier. Cette valeur de F étant substituée dans l’équa- 

tion ^p'r'=¥' + nG', on en conclura qiie?-—^ doit être un en- 
tier; et comme 9’ +« est de la forme 8// +4i 011 aura en même 
temps égal à un entier. Soit donc 9*+ a = 4 //'il», et il est clair 

que par le moyen de 9 et i]», on aura entièrement déterminé le di- 
viseur quadratique qui contient />', lequel sera ^’Y'+ 9 YZ + 
Maintenant , je dis que ce diviseur contient en général A' , en sorte 
<ju’on peut supposer /?*Y’+9YZ-f i{/Z*= A'=(/J>^ + r/ji + n*)*; 
c’est ce qui sera évident , si de cette équation on peut tirer des valeurs 
entières de Y et Z, quelles que soient les indéterminées et z de la 
formule proposée. 

Or de l’équation précédente on tire 

4 V+ 9 Z)’ + a Z- = 4 + —)"■ 


Soit pour un moment 2^"Y+ 9Z=X, ^z=.r , on aura 

l’équation X' -t- a Z'=: 4 ( 7 a?" + 4 " ®’)“ “ laquelle on satisfait géné- 
ralement en prenant 

{7 + 7^1/ — rtj'.TZï^X + 7ZI / — a ; 

et on sait que les nombres X et Z tirés de celle-ei seront toujours 
entiers ; il reste donc à démontrer que Y est aussi un entier. Or on a 
2/j"Y = X — 9Z et X’+ fl Z’ = 4 A"//"; substituant dans la seconde, 
au lieu de n , sa valeur 4//' <{' — 9’, on aura X’ — 9’Z*=4//’(A"— ^Z’). 
On prouvera d’ailleurs, comme ci-dessus, que les facteurs X — 9Z, 
X + 9Z n’ont point de commun diviseur autre que a ; donc puisque 
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X’ — 9 * Z’ est divisible par /?", il faut que l’un des facteurs X — ipZ, 
X + çZ, soit divisible par />"; et comme on peut prendre à volonté 
le signe de on pourra représenter par X — çZ celui des deux 
facteurs qui est divisible par p'] il le sera en même temps par 'ip', 

parce que ç est impair; donc la quantité Y= — sera toujours 

un nombre entier, ou plutôt sera une fonction entière des indéter- 
minées et Z. Donc la formule p'~\' + i/V' représentera 
en général la puissance « de la formule projîosée py* -+- qyz -t- rz‘. 

Remanpte. Si l’on veut simplement savoir à quelle forme des di- 
viseurs quadratiques appartient la puissance n d’un diviseur qua- 
dratique donné A, l’opération se réduit à déterminer les coefficients 
9 et I, comme on l’a expliqué dans les deux cas; ensuite on ramè- 
nera à l’expression la plus simple la formule^' y* + açjz -t- | 2 ’,ou 
la formule p'y' -t- <p j s -H (si « est de la forme 8n + 3), qui con- 

tient la puissance désignée. 

Il est facile maintenant d’évaluer dans les produits des quantités 
A, B, G, etc. (n* 366) les termes qui contiennent des puissances 
de ces quantités. 

Exemple I. 

(36g) Soit la formule t* -t- 4i m’ dont les cinq diviseurs quadrati- 
ques sont : 

A=j^ + 4as' D = 3j’-t- aja -t- i4 

B= 3 J'’ -J- ajz -t- 21 a’ E = 6 y‘ + 2yt + yz’. 

C = -t- Gy Z -t- I O a* 

Si on multiplie entre eux deux diviseurs, tels que C et D (en distin- 
guant par des accents les indéterminées de l’nn des deux), on trou- 
vera (n" 358) que le produit CD, réduit à l’expre.ssion la plus 
simple, est à-la-fois de la forme D et de la forme E. On trouvera 
semblablement les autres résultats suivants qui renferment lesformes 
des produits de deux diviseurs semblables ou dissemblables , dans 
toutes les combinaisons possibles : on y a joint les carrés de ces 
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mêmes diviseurs trouvés par les formules du n" 363 , ou par celles 
du n* 367 : 


A* = A 

a;a=a 

< 

II 

a 

cc=|A 


B-=A 

AB=B 

BC=C 

|C 

G* =B 

AC=C 

BD=E 

cd=|e 

DE = |g 

D‘ = C 

> 

0 

II 

0 

a 

II 

(d 

03 

CE = jï 


F.* = C 

AE=E 




De là on déduira la forme du produit de tant de diviseurs qu’on 
voudra, où l’on pourra faire entrer des puissances supérieures à 
la seconde, en cherchant leur valeur par les formules du n* 367. 
Par exemple, les produits de trois diviseurs semblables seront ; 


AAA = AA = A 
BBB = AB = B 


DDD= 


AD 
CD~j 


D 

D 

E 



E 

EEE=|'^*' = 

1 BC 

C 

(CE 


d’où l'on voit que le produit BBBse réduit à la seule forme B; que 
le produit CGC se réduit de deux manières différentes à la forme 
C; que le produit DDD se réduit de deux manières à la forme D, 
et d’une manière à la forme E, etc. Dans le cas où les trois facteurs 
.seraient égaux, les produits se réduiraient à une seule forme, et on 
aurait (n° 367) 

A’=A, B’=B, C'=C, D*=E, E> = D. 


Exemple II. 


(370) Considérons encore la formule 89 a’ qui a sept diviseurs 

quadratiques, savoir : 

+ goz* E=77‘ + 6 ^z + i 4 z‘ 

B=2j^ + a^z 43*’ F= 3 _j^ a J r -t- 3o Z' 
C=97’ -H aj'z + loz* G=6/* + ajz + i5*’. 
D=i8j)^ + ajz-j- 5z’ 
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I, es combinaisons de ces diviseurs multipliés deux à deux, donnent 
les résultats suivants, auxquels on a joint les carrés de ces mêmes 
diviseurs : 


A’ = A 

AA=A 

BB = A 

GC=| 

B’ = A 

A B = B 

B G = D 

1 

C’=D 

AC = C 

BD = C 

CD = j 

D>=:D 

AD = D 

BE = E 

/ 

E* =D 

AF. = E 

B F=G 

CE = 

F’ =C 
G’=C 

A F = F 
AG=G 

11 

0 

CF = j 
CG = j 


DD=j 

DE=j 

DF=i 



A 

I) 

F 

G 

E 

G 

E 

F 


EE = j 
EFï=| 
EG = 
FF = 
FG = 
GG = 


A 

B 

G 

D 

C 

D 

A 

G 

B 

D 

A 

G 


De là on déduira aisément les formes des produits de tant de divi- 
seurs qu’on voudra, ayant soin de prendre pour les puissances su- 
jjérieures à la seconde les formes déterminées n* 367. Par exemple, 
si on veut avoir toutes les formes des produits A’ B, B’C, C‘D,etc, 
on trouvera 


A-A = A 
A*B = B 
A’C=G 
A‘D = D 
A*E = E 
A*F=F 
A-G=G 


B*A = A 
B’B = n 
B*G=^G 
B*D = D 
B-E=E 
B-F=F 
B*G=G 


G-A=; D 
C*B= C 


C'C = 
C-D = 
G*E = 
C*F= 
G'G = 


D 

’A = 

D 

D 

B = 

C 

D 

C = 

12 

D 

D = 


D’ 

E=: 

(F 

|G 

D’ 

F= 

lo 

D’ 

G = 

'r 

(F 


E’ A = B 
E'B = A 
E*C=I) 
E- D=G 
E' E=E 
E>F=G 
E*G = F, 


F>A= G 
F*B= D 
(A 


F‘G = 


F* D= 


G>A = 
G-B = 

G'C = j 
G'D=j 


G 

D 

A 

D 

B 

G 


F-E = 


G. 


E= 


F'F=j®'l 


|F 

F’G=I^: 
(Gj 


;*F= 


G'G=: 


(G 


Au moyen de ces développements, on jK-ut voir tout d'un coup 
quelles sont les combinaisons (pii peuvent produire une forme dé- 
terminée. yVinsi on voit cpie A résulte également des sept combi- 
naisons A’ A, B* A , C’A , D’D, E* B, F* C, (PC; de .sorte que si on 
II. r, 
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avait à résoudre IVx|uation t' + 8g«'=a.‘'.r , cptte équation aurait 

sept solutions. 

De même ayant trouvé A’ = A , B’= B, C* = C , D’= A , E^=E, 
F*=E, E, on en conclura que l’équation f + Hgz' = x^ a deux 
.solutions, que l’équation i 42 ‘=a;’ en a trois, que 

l’équation i8y + ajz + 5z’= x’ n’en a aucune , et ainsi des autres. 


Digitized by Google 


QUATRIÈME PARTIE. 


43 


§ V. Résolution en nombres entiers de l’équation 

Ly’ Myz 4- Nz’ = bn, n étant le produit de plusieurs indé- 
terminées ou de leurs puissances. 


(Syi) O OIT liN — |M’ = a, si M est pair, ou 4 EN — si 

M est impair; il est aisé de voir cpie le premier membre de l'équa- 
tion proposée sera un diviseur quadratique de la formule t’ 
et cette équation elle-même étant multipliée par L ou 4 L, deviendra 
de la forme t' 4 - rtM’=cII, c étant L4 ou 4L4. De là il suit que 
tout facteur de n doit diviser la formule t' + au' , et par consé- 
quent pourra être représenté par un diviseur quadratique de cette 
formule. C’est de ce principe , et de la théorie exposée dans le § pré- 
cédent, que nous définirons la solution générale de l'équation dont 
il s’agit; mais d’abord il convient de débarrasser le second membre 
du facteur constant c. 

Si dans l’é(|uation ««*=c n, on suppose t et u premiers entre 
eux, il faudra que u et c le soient aussi, et alors on pourra faire 
t = n U -i- C.T , ce qui donnera , après avoir substitué et divisé par c, 

C " + ca-*=n. 

Or M et c sont premiers entre eux , doue il faut que n’ + a soit di- 
visible jMr c, et en faisant/!' 4 - a=mc, on aura 

mu' 4- a nux -t- c.r' = n , 

équation dont le second membre est dégagé du facteur constant c, 
et dont le premier est encore un diviseur quadratique de la formule 
t' + a u' , puisqu’on a me — /»' = «. 

On aura doue autant de ces équations à résoudre, qu’il y aura 

6 . 
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de valeurs de n, moindres que je, telles que n' + n soit divisible 

par e. 

Soit_/>^4- -t- hz'=X\ réquation on l'une des équations qui 

restent à résoudre. I/e premier membre étant nn diviseur quadra- 
tique de la formule t' + nu\ il faudra d’abord ebereber tous les 
diviseurs quadi'ati(jnes de cette formule, que l’on désifçnera par les 
lettres A, R, C, 1), etc. Ensuite comme II est supposé le produit de 
plusieurs indéterminées, on cberchera, par les méthodes précéden- 
tes, toutes les formes auxtjuellcs se réduit le produit II , en suppo- 
sant que les indéterminées sont représentées j>ar les lettres A, B, 
C, D,etc. , suivant toutes lescombinai.sons jjossibles, et en observant 
que différentes indéterminées peuvent être désifçnées par la même 
lettre. Cela j)Osé, parmi toutes ces formes on distinf'iiera celles (jni 
donnent pour résultat la lettre correspondante au diviseur quadra- 
tique du premier membre /y'-t- -t- // *’; et il est clair (|u’antant 

on trouvera de ces formes, autant il y aura de solutions de l’équation 
/y -4 -t- hz'=i{\. Il faudra ensuite, pour obtenir réellement 

les solutions, faire le développement suecessif des produits suivant 
les règles que nous avons données dans le § précédent , et alors les 
indéterminées et 2 s'exprimeront finalement en fonctions des in- 
déterminées analogues qui entrent dans les différents facteurs <bi 
produit n. Tout cela s’éclaircira suffisamment par des exemples. 

Exe MPI. F. I. 

(Sya) Soit propo.sée l’équation t’-t- 4> n'— i i 3a:’; je développe 
d’abord tous U“s diviseurs quadratiques de lesquels, 

comme on l’a déjà vu (n° 3(iq), sont 

A = y + ti yz -P 4a z’ D= ’3 y 4- «y'-ï -t- 1 4 

+ 2 yz - 4 - 212 ’ R = () y’ - 4 - 2 y z + j z\ 

C = 5y + Gyz -y 1 or’ 

Parmi ces diviseurs, il n’y a que A, B, C qui comprennent les nom- 
bres 4« - 4 - I , et dans lesquels on |K)urra trouver 1 13. Or si le divi- 
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•seur A contenait 1 13 ,il faudrait que 1 13 fût delà formule t’ + 4i «% 
ce qui n’a pas lieu , comme on le voit au premier coup d’oeil; pareil- 
lement si le diviseur B contenait ii3, il faudrait que a x ii3 ou 
aa 6 fût de la forme -+- 4 1 ; c’est encore ce qui ii’a pas lieu. Comme 

ce|jendant on jieut voir, par le caractère (^)= i , que 1 13 est di- 
viseur def'-t- 4 ' il s’ensuit que 1 1 3 est nécessairement compris dans 
Icdiviseiir quadratique C; et en effet on a 5. i i3=565=i4’-+'4> -3'. 
Puistpie i4’-t-4 1 • 3’est divisible par 1 1 3, si l'on fait i4=3// — 1 1 3m, 
il faudra que /l’-t- 4 * soit divisible par 1 13. (Jr la valeur de ri tirée 
de cette équation est « — — 33. On connait donc ainsi, d’iine ma- 
nière directe et presque sans tâtonnement, la valeur de n qui rend 
«■-1-4* divisible par 1 13. Cette méthode, que nous venons d’exposer 
avec ([uclque détail, est un dévelopjiement de celle dti n“ i 88 . 

Cela |)osé, soit t = 33« -t- i i3f, on aura, après avoir substitué 
et divisé par 1 13, 

I O u‘ ■+- ()() ut' + ii3t' t' — a?'. 

Pour réduire le premier membre à une expression plus simple, soit 
11 = 11 — 3t', on aura 

5 f f -t- f) t' U + I O n ii=x\ 

I>e premier membre étant delà forme C, il faut chercher parmi les 
valeurs de A‘, B’, etc. celles qui peuvent être de la forme C; or on 
trouve (n* 3 G 9 ) que D‘ et E' sont de cette forme ; donc l’équation 
proposée est susceptible de deux solutions, selon que l’on suppo- 
sera .r= D ou x= E. 

Soit 1 * j' = 39'’ -t- 4 - 142 ’, on trouvera j>ar les formules du 
n° 3fiy, ,r*=5Y’-f 6YZ-t- 10 //, les valeurs de Y et Z étant. . . 
Y= — J'’ -t- 4/^ + f>2’, Z=jy^-t- 2 >-z — 4*’) de sorte qu’on aura 
en même temps t' = Y, «=Z. 

Soit 2 " x= 69 '’ + iLyz + 72 ’, le résultat de cette seconde valeur 
(XHirra se déduire facilement du précédent (en mettant 2 ^- à la |)laee 
de y, et divisant par 2 tant la valeur de x que celles de Y et Z); on 
aura ainsi x’= 5 Y’ -t- G YZ -t- loZ’, Y = — ay -y f\yz 3z' , 
7j = 'iy‘ 4- ïyz — 2 z‘ , et on fera de nouveau t ==Y, m' = Z. 
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Il reste à substituer les valeurs de i et ù dans celles de f et «/ 
ce qui donnera les deux solutions suivantes de l'équation proposée. 

X=3jr‘ + 2yz+ l4z-, <=I9J’+ I22JZ — 48z-,«=4^— ,OJz — 222* 
«= 38 ^+ i22jz — 24=', «=87* — lojz — i is*. 


Exemple II. 

(873) Proposons-nous maintenant l’équation t' + iii u'= i i 3 x’. 
L’opération préliminaire pour diviser chaque membre par ii3, 
étant faite comme dans l’exemple précédent , on aura t=33«'-l- 14^', 
u=u — 3f', et la transformée sera 

5 t't' -i-Gt' U -H ioM'M'=.r’. 

Il faudra donc chercher les différentes formes des quantités A*, B‘, 
C\ etc. , et voir si la forme C y est comprise. Or on trouve (n° 369) 
que la forme C ne {jcut résulter que de C’; ainsi l’équation proposée 
n’est susceptible que d’une solution. 

.Maintenant si ou fait x = C = 5 jr‘ + Gyz 4- loz*, on trouvera, 

d’après les formules du n" 867, ç = ±47, '|’=i8 et 

ar*= I aSY* ±q4^ Z-f- 18Z*. Quant aux valeurs de Y et Z, elles 
doivent être déduites des équations i25Y±47Z=.r’ — 123 j 7 z’, 
Z=:3æ*2 — 4 >•*’■) où l’on a x—^jr+ 3 iz;or pour que Y soit une 
fonction entière, on trouve qu’il faut dans les signes ambigus prendre 
l’inférieur, et alors on a 

Y -t- . 807 ’ s 4- 3o_yz‘ — 8 z' 

Z = 75 )-* Z 4- 9072* — 1 4 2’ 

1 25 Y* — 94 YZ 4- 1 8 Z*. 

La valeur de x‘ se réduit à l’expression la plus simple 

5 t' t' + 6 t' 1^ -h iom'« eu faisant Z=3Y — u' , puis Yz=t'4-2«', 

de sorte qu’on aura «' = 3Y — Z = 37’+ iSy’z — lOz’, 

t’ = 2Z — 5 Y = — 57^ 4-8072’ 4- i2z\ Donc enfin la solution de 
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l’équation proposée est comprise dans les formules 

x=: 5 y' + C>yz -H loa* 
t — + 495 J* 2 + 4 ^ 0 / z’ — 162 

u= iSy + iSj’z — go_yz' — 46z’. 

Exemple III. 

• 

(374) Si on propose en général réfjuation t’-t-2t/*= ii 3 x", la 
manière la plus simple de la résoudre, est de faire x=y‘ + az’, 
1 i 3 ?= 9 ‘ + 2 . 4 ’; et on aura t' + 2 ii’=( 9 * + 2 . 4 ’)(j* + az’)". Or 
on satisfait généralement à cette équation, en prenant 

t + uV — 2 = (9 ±41/’ — 2) (j+zi/ — a)". 

Soit donc {y-\-z\/ — a)^=Y + Zl/ — a, on aura f + «I/ — 2= 
(9 ± 4 V ' — 2) ( Y + Zl/ — a) , partant 

«==9Y:î:8Z 

«= 9 Z± 4 Y. 

C’est la seule solution dont l’équation proposée est susceptible, 
parce que x, comme diviseur de t* + au‘, ne peut avoir que la seule 
forme + 2 z*. 

Exemple IV. 

(375) L’équation f+ 89«’=a:’, doit avoir deux solutions, ainsi 
que nous l’avons déjà remarqué à la fin du n° 870. 1/une des solu- 
tions où l’on aura j^szj^ + Sgz’, se trouve immédiatement par 
l’équation V + 89/<’ = (j^ + 89 z’)’, à laquelle on satisfait en faisant 
t + Mf/ — 89 = (j+ zl/ — 89)’; et ainsi 011 aura t=y ^ — 

u = 3 y’z — Sgx’. La seconde solution, fondée sur ce que D’ = A, 
.se trouvera comme il suit. 

Ayant fait x=D= + ajyz + i8z‘; si l’on applique à ce cas 
particulier les formules du n” 367 , on aura />= 5,9=1 , r= 18, 
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ç = 6, 1= I , ce qui donnera 


1 25 Y' + 12 V Z + Z’ 

Y=y — 3 j* 3 — lajz’ -H 2z’ 

Z = 75j’z + 3ojz' — Sfiî’. 

Or on peut mettre la valeur de .r’ sous la forme .c’=(Z + fiY)* 4- 89Y’, 
laquelle étant comparée à l'équaÿon proposée, donnera t=Z-t-(i Y, 
M = Y; donc enlin la seconde solution de cette équation sera donnw 
|)ar les formules 

.c = 5j* + -i-yz + i8i’ 
f = 6/ -H 57 J* 2 — 4272- — 74 

n =y — 37 ’ 2 I 2 J2‘ 4- 2 2*. 

E X E M P I. E V. 

( 3 / 6 ) On a déjà remarqué (11° 870) que l’é-qiiation t’-*- 89W‘ =.r‘.r 
doit avoir sept solutions, attendu que la forme \ résulte des .sept 
eombinaisons A’ A, B’ A , G’D, D’D.E’B, F’C, G’C. Pour déve- 
lo|)perune de ces solutions, prenons la combinaison C D,et faisons 
en conséquence ,c=:9)''+ 2724-102’, x — Sy* -4- 9.yz'+ 182'*, on 
trouvera d’abord par les formules du n° 363 , ou par celles du 
^67 , 

x’=5T’-»-2TV-4- i8V’ 

T=7’ — 8724-22’ 

V =z 27” 4 - 2 yz — 2 2’. 

Si ensuite on multiplie la valeur de x' par celle de a:' on trouvei’a 
parla première des deux formules du n° 363 , 

a:’ x':= ( 5 Tr' 4 - T 2' 4- \ y 4- 1 8 V 2')’ 4- 89 (T 2' -I- V 7')’. 

Comparant ce résultat avec l’équation proposée f’ 4- 891/’= a:' a"*, 
on aura 

t =5T7’4 -Tz'4- V74- 18V2’ . 



Digitized by Google 


QUATRIÈME PARTIE. 4g 

d’où l’on voit que les quatre indéterminées t , u , x , x sont expri- 
mées en fonctions de quatre autres indéterminées indépendantes 
y , t, y , z' , ce qui constituera la première solution. On trouvera 
par des calculs semblables les six autres solutions dont l’équation 
projmsée est susceptible. 

Remarque. Pour peu qu’on y fasse attention, on verra que cette 
théorie s’étendrait facilement au cas où le premier membre de l’équa- 
tion proposée serait un diviseur de la forme V — au‘. On pourrait 
aussi résoudre , par les mêmes principes , les cas où les indéterminées 
du premier membre seraient supposées avoir un diviseur commun; 
mais nous n’avons pas cru devoir entrer dans tous ces détails, qui 
n’offrent maintenant aucune difRculté. 


II. 


7 
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§ V I. Démonstration i/’unr propriété relative aux diviseurs qua- 
dratiques de la formule a étant un nombre premier 

8 n 4- I. 

(877) O N a déjà remarqué, n* a 17, que si dans la formule V + a n', 
a est un nomiu'e de forme 8« -f- 5, deux diviseurs conj'ugués de 
cette formule , tels que pf + "iqys + a ni 1 py'-\- tsqyz + m z' , 

appartiendront touj'ours run à la forme 4« + i , l’autre à la forme 
4« + 3; de sorte qu’alors il y a autant de diviseurs quadratiques 
4« I que de diviseurs 4n + 3, et ce résultat a lieu (|uel que soit 
le nombre a, pourvu qu’il ne sorte pas de la forme 8«+ 5. 

Au contraire , lorsque a est de la forme 8 « + 1 , les deux diviseurs 
conj'ugués dont il s’agit sont tous deux de la forme 4 « + i , ou tous 
deux de la forme 4 « + 3, de sorte qu’on ne jieut plus rien conclure 
sur le nombre relatif des nus et des autres; et en effet l’inspection de 
la Table IV fait voir qu’il y a à cet égard une grande irrégularité. 
Maislors(|uea estun nombre pi'emier, on remarquedans cette même 
Table que le nombre des diviseurs quadratiques 4« • surpasse 

eonstamment d'une unité le nombre des diviseurs 4« 3. Ainsi on 

voit que la formule t' + f\ i «’ a trois diviseurs quadratiques 4« + 1 , 
et seulement deux 4« + 3; que la formule V 4- Bq?/’ a quatre divi- 
seurs quadratiques f\ n -V- 1 , et seulement trois 4 « + 3 , etc. 

On s’assurera aisément de cette projiriété dans beaucoup d’autres 
cas particuliers; mais il n’est pas aussi facile de l’établir d’une ma- 
nière générale et rigoureuse. Voici la série de propositions que cette 
démonstration semble exiger : elles offriront en meme temps divers 
résultats remarquables qui contribueront à étendre et perfectionner 
les théories j)récédentes. 

(378 ) Proposition 1 . « Soit a un nombre premier 4« 4- et soit 
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« py' + ^(jyz + 2 7712 * l’un des diviseurs quadratiques + « de 
“ la formule /* + ou’, je dis que l’équation U* =/;y*+ ^qyz-^^mz' 
« sera toujours résoluble. > 

Car si l’on multiplie cette équation par/?, et qu’on fasse^+y2=x, 
on aura /?U’=x* + «2’, équation toujours possible ( Voyez. n" 27 
et 198). 

Il est inutile d’observer que si py' + -xqyz-^- timz‘ était un di- 
viseur 4 « + 3 , l’équation U’i=^^ + 2Çfz + a/nz* serait impos- 
sible, pnisqn’aucun carré ne |)entètre de la forme 4» + 3.* 

(379) Proposition II. « a étant un nombre premier 8n + i , l« 
« formulef + 072 * aura toujours undivisenr quadratique de la forme 

o/j* + ■Zgyt+^fz', » 

Car on peut toujours (n* 149) satisfajre à l’équation a — zf' — g\ 
laquelle étant posée, il s’ensuit qoe/7-* + ^gyz + 2/2*, ou l’expres- 
sion la plus simple de cette lonnule, est un diviseur quadratique 
de la formule t* + nu'. 

Remarquez que le diviseur/y + -zgyz + a/z* ne diffère pas de 
son conjugue; dans ce cas, par conséquent, les deux diviseurs con- 
jugués se réduisent à un seul qn’on j>eut apjjeler divtisenr singutier. 

( 38 0) Proposition III. a « étant un nombre premier 8/t + i , il 
« y a toujours une inGnite de valeurs de et de g qui satisfont à 
«1 équation •j,f'—g'=a, néanmoins il n’en j>eut résulter qu’un 
« seul diviseur quadratique de la formule f‘ + au'. » 

Car on trouvera aisément (n° 38 ) que la série des valeurs de f et 
g qui satisfont à lécpiation ■if' — ^=.a, est telle que si f et g 
suivent immédiateinent/et on a 

f= 3 f+ug, if—"Sg+^. 

De ces nouvelles valeurs résulte le diviseur quadratique singulier 

( 3 /+ 2^).)‘* + a( 3 g- + 4 /)/’* + a( 3 /+ ag)z'. 

Or si dans ce diviseur on fait y=‘iz — y, — z (ce qui ne 

restreint pas la généralité des variables^ et z) , on aura pour trans- 

7 • 
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(armée /y ’+agjr'z' + a/l'’; d'où l’on voit qii’en effet le diviseur qua- 
dratique/’y + 2 g'jz+ay's’ n’est pasdifféreut de// + agyz+ -x/z’. 

Corollaire. De là il suit que a étant un nombre premier 8/i + i , 
les diviseurs quadratiques de la formule t’-t- au' seront composés 
de plusieurs couples de diviseurs conjugués et d’un diviseur sin- 
gulier. I.e nombre total de ces diviseurs sera donc toujours impair, 
et ainsi il est impossible que le nombre des diviseurs 4«+ i soit 
égal au nombre des diviseurs 3. 

(38i) Proposition IV. « 1.Æ carré d'un diviseur quadratique 
« p/ + a qyz-\- et cel ni de son conjugué a py' - 4 - iqy~ +itz', sont 

« compris dans un même diviseur quadratique p’y + atfyz - 4 - i{i z’. » 

Car suivant la méthode du n” 3ti3 , si l’on détermine ji et v par 
l’équation r.=p]f. — yv, qii’ensuite on fassc 9 =</ -4-v/i, i|i=v’-4-aji, 
V=y — 7, = az(py+qz), on aura 

(/^y-4- iqyz + açYZ - 4 - ij/Z’. 

Dan.s cette étjuation , qui doit être identique , mettons 2 y à la place 
de_)', et comme alors \ devient pair ainsi que Z, faisons Y = aY', 
Z=aZ', œ qui donnera Y'=ay — atyz — ^z', 7j'=z(apy+qz)-, 
nous aurons par la substitution, et après avoir divisé par 4 j 

( u/?y-4- a qyz + ■üZ’)'—p'Y'+ a ç Y' Z' -4- >|» Z’’. 

Donc le même diviseur quadratique p’/ -4- -x<fyz + i/Z’ , qui con- 
tient le carré du diviseur^y-4- aqyz + -xi:z', contient aussi le carré 
de son conjugué ipy' - 4 - iqyz -t- xz’. 

Corollaire. Étant projKisée l’équation U’— PY’-4-aQYZ-4-RZ*, 

si on en connaît une solution compri.se dans la formule 

\}—py+aqyz-^ar.z', ilyaura toujours une autre solution donnée 
parla forme «•otijuguéeU = a/>y -4-ay_yz -4- xz’. Ces deux solutions 
se confondent en une seule , si la valeur de U est égale au diviseur 
quadratique singulier, c’est-à-dire si l’on a V =// + !! gyz+afz’; 
mais alors le second membre de l’équation proposée serait de la 

forme a Y’ - 4 - a Y Z + Z*. 
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(38a) Proposition V. « étant un nombre premier, ainsi que a, 
« si l’on a ^’ = M’ + <aN‘, je dis que p ou a/; sera nécessairement 
« de la même forme + au' , de sorte que p appartiendra soit au 
« diviseur quadratique + aj'ZH- (a+ i)z’ soit à son conjugué 

« aj"* + a jz -f- *’■ » 

En efl’et, l’équation supposée = donne/?’ — M’=a\’; 

donc puisque a est un nombre premier, il faut que l’un des facteurs 
/? + M,/? — M soit divisible par a, et comme le signe de M peut 
être pris à volonté, on pourra faire/? + M = «P,/? — M = Q,ce qui 
donnera PQ=N’. On on satisfait généralement à cette dernière 
équation, en faisant, avec de nouvelles indéterminées, P=i:’R, 
N = wuR , Q = u‘R. On aura donc a/? = n P + Q=R(u’+oir’), 
d’où l’on voit que R ne peut être que i ou a : si R = a, on aura 
p=ta + rtw’; si R= I , on aura a /?= u’ + «le*. Donc /? ou a/? est 
nécessairement de la forme t*+ fl u'. Mais si/? est de la forme f + ai/’, 
il est contenu dans le diviseur quadratique^'* + a z’, qui est le même 
que^’ + a yz -t- (a i)z’, et il ne peut par conséquent appartenir 
qu’à ce seul diviseur. De même si a/? est de la forme f + au‘, p 

appartiendra au diviseur quadratique aj' + ayz+ ^ Q 


il ne pourra appartenir qu’à ce seul diviseur. Donc si on a. . . . 
/?* = M’+ a N’, il faudra que p appartienne à l’im des diviseurs 

conjugués /-■ + ayz -H (« + i)z’, ‘j.y + ayz -t- z’. 


(383) Proposition V’I. «/? étant un nombre premier quelconque, et 
« a un nombre premier 8 «+ i, si rona/?‘==aiVl'+aMN + ^‘^^^N’, 

a c’est-à-dire si a/?‘ est de la forme P’ -i- <tN‘, je dis que/? a[?par- 

« tiendra nécessairement au diviseur quadratique singulier 

a/y' + ugyz-\- afz'^ en sorte qu’on aura /?=y[i’-t- ag-jiv -t- a/v’.» 

Car a étant un nombre premier 8« -t - 1 ,on peut faire n= ■if ' — 
et cette valeur étant substituée dans l’équation a/?’=P’ -f- nN’, il 
en résultera P’ — — a/’jN’. Les nombres P et /? étant 

premiers entre eux , on voit que N, diviseur de P’ — a/?’, doit être de 
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la forme a‘ — 26’; donc on aura V' — ip'—{g' — ay'*)(a’ — 26')’, 
équation à laquelle on satisfait généralement en faisant P +^1/^2 = 
(g^+yi/2)(a+ 61/2)*; de là résulte^rs/a’+ag-aê + donc 
P est compris dans le diviseur singulier_/y’ 4- txgyz -t- ^fz‘. 

( 384 ) Proposition VII. a Je dis maintenant que les deux divi- 
n seurs conjugués qui , pris pour U, satisfont à l’équation proposée 
g Ü’ = PY’+ 2Q YZ + RZ*, sont les seules solutions dont cette 
« équation est susceptible. » 

Pour démontrer cette proposition, cherchons en général les con- 
ditions qui doivent avoir lieu pour que deux valeurs différentes de 
IJ , savoir, 

U =/>.)'' -t- 2<y^2 2lt Z' 

U =p’x‘ + aq'jrz -H ait' Z’ 

satisfassentégalementà l’équation proposée U’=PY*-t-aQYZ -4- RZ‘, 
où Y et Z sont des indéterminées qui doivent être fonctions des 
indéterminées^ et z. 

Nous supposerons que les deux valeurs de U sont pré|)arées de 
manière que p et p" soient des nombres premiers; cela posé, on 
trouvera d’abord que les carrés de ces valeurs sont compris dans 
deux formules de cette sorte : 

lesquelles doivent se réduire, l’une et l’autre, à la forme donnée 
P/* -H -H R Z*. De là on voit que p' doit être compris dans la 

formule p'y+ ^f'yz -t- z', et réciproquement^'’ dans la formule 

P' y -H ay/z + i|iz’. On peut donc faire tout à-la-fois 

p' —p' a' - 4 - a 9' «'6' - 4 - 
P'— P' »■ -h a 9 a€ -4- 4- e:’. 

Soit p' a + 96 = ^, on aura p'p''=i-f' + aê', ou 
{pp'+y)(pp~y)=<^^’- 
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Puisque a est un nombre premier, et qu’on j>eut prendre à volonté 
le signe de y, on pourra supposer y divisible par a; faisant 
donc €=ABC, l’équation précédente se partagera en ces deux-ci: 

PP 

PP ' — ' l — kO , 

d’où résulte pp'-=^\k (C* -+- a B’). .Maintenant, puisque p et p sont 
premiers , les .seules valeurs qn*on j>ent donner à A sont i p on 
p' , 2 p ou a p'. 

On ne peut faire k=p , ni A=a) 0 /car alors g étant divisible par 
p, la quantité/?'’ égale à /?'a’-t- 2 ipag+ij/g’ serait aussi divisible par 
p, ce qui est impossible : par la même raison, on ne peut avoir 
A—p', ni A = 2/?'. 

Si l’on faisait A = 2 , on aurait pp'—C’ + aB'; pp serait donc 
de la forme. r’ -+• « 2 ‘, et alors les deux nond)res p et /?' appartien- 
draient à un même diviseur quadratique de la formule + ««', ce 
qui est contre la supposition. 

Il reste donc à faire A = i , alors on aura 2 /?/?' = G’ n B’ ; donc 
les nombres p et 2 /?' appartiendront à un même diviseur quadra- 
tique de la formule f -f- au'; mais les nombres p' et 2 /?' appartien- 
nent toujours à deux diviseurs conjugués l’iin de l’autre. Donc les 
nombres /? et/?', qui sont supposés n’être pas compris dans le même 
diviseur quadratique, appartiennent nécessairement à deux diviseurs 
conjugués : ce qu’il fallait démontrer. 

(385) Proposition VIII. a Le nombre des diviseurs (|uadratiques 
« 4" •+* * de la formule f+ au', oùaest un nombre premier 8n -t- 1 , 
K snrjiasse toujours d’une imité le nombre des diviseurs quadrati- 
« (jues 4« -t- 3 de la même formule. » 

En effet , soit M le nombre de diviseurs quadratiques 4« + 1 1 et 
N le nombre des diviseurs quadratiques 4« + 3; si on désigne 
pjir A, B, C, D, etc. la suite des diviseurs quadratiques 4^* + • > 
les équations U’ = A, U’ = B,U’=:C, etc. admettront cliacmie 
deux solutions distinctes, à l’exception de l’équation 
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U’ = 2Y*+2YZ + — ^ Z', qui n’en admettra qu’une. Donc le nom- 
bre total des solutions sera 2 M — 1. Mais ces solutions qui doivent 
être toutes différentes les unes des autres, comprennent nécessaire- 
ment tous les diviseurs quadratiques, tant^n -t- 1 que 4«-t- 3,dela 
formule f + au\ Donc on aura 2 .M — i = M N , ou M =N 1 ; 
c’est la proposition qu’il s’agissait de démontrer. 

Remarque. Puisque, dans le cas dont nous venons de nous oc- 
cu|>er, la formule V + a u' a toujours au moins trois diviseurs qua- 
dratiques, savoir le diviseur -t- 2>"z {a -t- i)s’, son conjugué 
2j^ 2JZ -l-T(a-i- i)z’, et le diviseur singulier %fy-\-^gyz +fz\ 
lequel ne se confond avec les précédents que dans le seul cas de 
fl = I , cas exclu; il s’ensuit qu’il y a toujours au moins un diviseur 
quadratique 4^ + 3, ce qui justifie la supposition faite dans l’ar- 
ticle 1 7 1 , de laquelle dépend la démonstration de la loi de ré«‘i- 
procité. 
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§ VII. Démonstration du Théorème contenant la loi de réciprocité 
(jui existe entre deux nombres premiers quelconques (n* 1G6). 


( 38 fi) Lemme. « OoiT P un nombre premier positif (2 excepté), k 
« un entier quelconque non divisible par p ; si on divise par p les 

« produits successifs k, tik, 3X‘ ^ 3 * ^ ^ restes de ces di- 

« visions seront composés en partie de nombres a ' , ci, a '" . . . «^ plus 

«petits que \p, en partie de nombres b', b", b"'. . .1^ plus grands 
« que ^p. Cela posé, |* désignant le nombre de ces derniers restes. 


«je dis qu'on aura en général — i)*^;savoir i si 

« (jt est pair, et — 1 si (i est impair. » 


Il est clair d’abord (jue les restes b' , b', b"', etc. sont inégaux entre 
eux. Car si deux de ces restes, dus aux multiples X A, X A', étaient 
égaux, il faudrait que la différence X(A' — A) fût divisible par/?; 
c’est ce qui n’a pas lieu, puisque p est un nombre premier qui ne 
divise ni k, ni A' — A; car d’ailleurs A' et A sont inégaux et plus 
petits que j p. On prouvera de même cjue tous les restes a', a", etc. 
sont inégaux entre eux. 

Il suit de là que tous les nombres p — b' ,p — b", p — U", etc. sont 
inégaux et plus j>etits que \p : or je dis qu’aucun d’eux ne peut être 
égal à l’un des nombres a', a'", etc. En effet , si deux restes tels 
que a et X sont dus aux multiples XA, XA', on poiura supposer 
a = k\ — px, b—kA' — px; si donc on avait p — b — a, il en 
résulterait /> ( t x') = X(A + A') ; donc il faudrait que X (A + A') 

fût divisible par p ; or X ne l’est pas non plus que A -t- A', puisque 
A et A' sont tous deux plus petits que 7/?; donc l’équation précé- 
dente est impossible. 

II. ' 8 
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Maintenant, puisque la série d ,a,d" . . .<^ , et la série p — b' , 

P b", P — b'", P — sont l’une et l’autre composées de nom- 

bres différents, positifs et plus petits que ~p ; puisque d’ailleurs le 
nombre total -t- pt des termes de ces deux séries est égal à i (/» — i) 

nombre des multiples k, a.k, 3 k.. A-, d’où ils tirent leur ori- 

gine, il s’ensuit que le produit de tous ces nombres ne j>eiit être que 
1.2.3. . et qu’ainsi on a l’égalité 

dad”. . .d>^{p — b'){p — b'). . .(p — b^)= 1.2.3. . .^{p—i), 
dans laquelle, en rejetant les multiples de p, on obtient 

ddd ". . .(^.b'b’b'". . .*<*(— if = i .2.3. ..^{p — i). 


Mais d’un autre côté, en rejetant aussi les multiples de^c?, on a 


A.2A.3A. . .\{p— i)k=ddd ". . .a^b'b’b '". . .b^, 

et le premier membre de celle-ci =i.2.3. . . 7(/? — i).A*^^“‘^ 
De la comparaison de ces deux équations il résulte 


1 .a 


,3...T(f»— 0*’^^ ‘H— lf=I.2.3...7(/7— l). 


Donc on a k^^P — i)** = i,ou A* *^=( — •)**• MaisA”^/’~‘^ 

est, en rejetant les multiples dtp , la valeur de l’expression ; 
donc enfin on a, conformément à l’énoncé du lemme. 



(387) Puisque le nombre pi, selon qu’il est pair ou impair, déter- 


mine la valeur de l’expression ü importe d’avoir une valeur 


analytique de ce nombre. Pour cela , j’observe que a désignant l’un 

des nombres a' , d a', etb l’un des nombres b’ ,b ’ . . .01^,00 aura, 

par les suppositions déjà faites, aa<ip et 2Ô>^. 

Représentons à l’ordinaire par E (x) l’entier le plus grand contenu 
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dans une quantité quelconque x, en sorte que x — E(x) soit tou- 
jours une fraction positive plus petite que l’unité. 

Si on considère les divers multiples, k, ak. . . k, d’où nais- 
sent les restes «'1 b', etc., et qu’on désigne particulièrement par Ak 
le multiple qui donne le reste n, et par B k celui qui donne le reste b, 

on aura ^ — E ^ ^ ^ ^ ^ résulte 

Ajoutant ensemble toutes les équations qui auront lieu semblable- 
ment pour toutes les valeurs de A et B, depuis i jusqu’à ^(p — i), 
il est clair que le second membre sera composé d’autant d’unités 
qu’il y a de nombres B; et ce nombre d’unités ayant déjà été désigné 
|>ar (JL , on aura donc 

Kj) 

-»E(î)-.E(^*)-»E(y) _,E(ÜE^*)j“'‘' 

D’ailleurs, comme on n’a besoin de la valeur de (i que pour savoir 
si elle est paire ou impaire, on peut dans la formule précédente 
omettre les termes divisibles par a, ce qui donnera simplement 

i*=e(7)-*-e(7)+e(“) + E(ii^*). 


(388) Cette expression est susceptible de réduction; d’abord si l’on 
fait A = étant positif et dp, on aura — m — - 

=k — m — I donc E ^ ^ ^=k — m — — i — 

parei llemen t on aura E = A — i — E > ainsi des autres. 

Il faut substituer ces valeurs dans la formule, et pour cela distinguer 
deux cas , selon que p est de la forme 4 « -t- • ou 4« + 3. 


8 . 
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Soit i' p=^\n-\- 1 , le nombre des termes E^^^, E etf- 
sera =2/i. I/es n premiers forment la suite 



Les n autres, écrits dans l’ordre inverse, forment la suite 

E + e(^^^) + E , 

lesquels, suivant la transformation précédente, deviennent 

Donc on aura 

K=i(P— )(*— ) + E(^')+E(y) + e(î^) 



Ajoutant au second membre le nombre pair 



ce qui est permis pour notre objet , on aura plus simplement 

,=i(/,-,)(A— ,)+E(î)+E(^*)+E(y)... + E(^). 

2* Si l’on a ^ = 4 « + 3 , il y aura 2«+ 1 termes dans la valeur de ji ; les 
n premiers seront toujours E ^ + E ^ + E^— ^ . . . + E 

les (ra-t- i) autres seront 

et par la transformation indiquée ils deviennent 
<”+ 0 (*->)-E(i)-E(L*)_E(‘^. . . ._E(^i), 
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de sorte qu'on aura 

+ .)(/— 0 + E(^*) + E (^) ... + E(î^) 


OU en 


ajoutant le nombre pair 2 (^) ’ 

I‘=7{E+ ■)(*—)+ E(î) + E(ÿ')+E(y). .. +E(îi^*) 


(38g) Comme \(p — i) dans le premier cas , et ^ (/j + 1 ) dans le 
second , sont des nombres entiers ; lorsque k sera impair , les deux 
formules se réduiront généralement à une seule, savoir : 






(3()o) Lorsque À- est pair, les deux formules peuvent aussi se ré- 
duire à une seule , savoir : 


,=Hf±,)(*-,) + E(î) + E(^‘)+E(y)...+E(a£^*), 


pourvu qu’on détermine le signe ambigu de manière que i) 

soit im entier, et alors on peut même réduire ^(pzt. i)(A — i) à 
± 1 ) ; car il n’est toujours question que de savoir si |x est pair 
ou impair. 


(Sgi) Soit, par exemple, X = a, alors tous les termes 
E . .E ^ sont nuis, et on a simplement |i = |(/>db i). 
Donc si /J = 8 « -t- i ou 8 /n- 7 , le nombre y. sera pair , et on aura 



Si , au contraire ,^ = 8n-l-3ou8«-4-5,le nombre \l sera impair, 
et on aura = — i. 

On parvient ainsi très-simplement aux théorèmes connus conte- 
nant la relation de a à tous les autres nombres premiers (n* i5o). 
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théorèmes qui étaient regardés comme difficiles à démontrer, lorsque 

la science des nombres était moins avancée. 


(3y2) Soient maintenant k et p deux nombres premiers impairs 
quelconques; ayant déjà fait = ( — i)*^, faisons semblablement 

= ( — i/; nous aurons, suivant la formule du n’ 889, 


'■+'=e©+=(7) + <7)--' 


+ E(9 + E(î/) + E(?f')... 


k * 

Su|)posons k<Cp, et faisons -=x,/>= 2/>'-»- 1 

, k = 2 k‘+ I , ce qui 

donne 


(t-»-v — E(x) -1- E(2x) -t- E(3x) 

-4-E(/»'x) 





je dis que le second membre se réduit à p'k'. 

En effet, considérons d’abord la suite 

Z = E(x) + E(2 x) + E(3a:). . . . -H E(;j'x), 


et observons que les termes de cette suite croissent par degrés, de- 
puis zéro, qui est la valeur de E(x), puisque x-< i, jusqu’à X"',qui est 

la valeur de E(^'x); car on a p' x = k ’ ^ ’ 

donc. E(^'x)=^'. Il faut maintenant examiner combien dans cette 
suite il y a de termes égaux à i , condiien d'égaux à 2 , et ainsi de 
suite. 

Pour cela prenons des indéterminées m,. . .m/f, telles 

qu'on ait 

m,x= I , /»,x= 2 , WjX = 3, w,x=4 rni/x=k'. 


Aucun des nombres , m , , etc. ne pourra être entier , puisque leur 

expression générale = ^ = z étant <,k. Soit donc 
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E (m,) = M, , en sorte que m, tombe entre les entiers consécutifs M,, 
.M< + I ; il suit évidemment de ces suppositions , 

i“ Que les premiers termes E(æ), E( 2 a;), . . . jusqu’à E(M,a:) 
sont zéro; leur nombre =M,. 

2 ‘ Que les termes suivants E (M. -+■ i x) , E (M, + 2 x), . . . jusqu’à 
E(M,x) inclusivement, ont pour valeur i ; leur nombre =M. — M,. 

3' Que les termes suivants E(M, + i x) -t- E(M.-f- 2 .r), jusqu’à 

E (M,x) inclusivement , ont pour valeur 2 ; leur nombre =Mj — M.. 

Et ainsi de suite jusqu’aux derniers termes dont la valeur est V 
et dont le nombre —p — M*<. 

Donc en réunissant tous les termes qui composent Z, on aura 

Z=o X M, + I (M. — M.) 

+ 2(M,-M.) 

+ 3(M,— M,) 


+ ( A — i) (M*« — Md/— ,) 

ou en réduisant, 

Z==/t>— M.— M.— M,. . . M,. 

Mais en générai M,=E(m,)=E donc 

Z=*y-E(y-E©-E(|) -E(î> 

Substituant cette valeur dans eelle de (i + », on en tire cette formule 
très-simple j* -t- » A', ou 

|4-t-v = i(/7— l)(A— l). 

(3q3) De cette formule se déduit immédiatement le théorème con- 
tenant la loi de réciprocité qui existe entre deux nombres premiers 
quelconques p et k. Si l’un des nombres p et k, ou tous les deux. 
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sont de la forme 4« + i , la quantité ^ — i) — i) sera un nom- 

bre pair; ainsi les deux nombres etv seront tous deux pairs ou 


tous deux impairs, ce qui donnera 

Si les deux nombres premiers p et k sont tous deux de la forme 
4« -f- 3, la quantité \{^p — i) {k — i) sera un nombreimpair; donc 
|i et V devront toujours être l’un pair et l’autre impair, ce qui don- 

D’ailleurs la formule générale qui satisfait ii tous les cas, se dé- 
duit des expressions i)*^, — i)’', qui donnent 

(^) = (0{— 0*^ comme au n* i66. 


Ainsi se trouve démontré généralement un théorème qu’on j>eut 
regarder comme le plus important de la théorie des nombres, et 
qui a offert de grandes difficultés à presque tous ceux qui ont en- 
trepris de le démontrer par d’autres voies. 

La démonstration que nous venons d’en donner , d’après Fréd. 
Gauss, est d’autant plus remarquable qu’elle repose sur les princij)es 
les plus élémentaires; mais nous aurons occasion dans la .section 
einqiiièiue d’en donner une beaucoup plus simple dont l’auteur est 
M. Jacobi de Konigsberg, connu par ses Ijelles découvertes dans 
la Théorie des Ibnetions elliptiques. 
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S VIFI. D’une loi très-remarquable observée dans l’énumération 
des nombres premiers. 

(3g4) Quoique la suite des nombres premiers soit extrêmement 
irrégulière, on peut cejiendant trouver avec une précision très-sa- 
tisfaisante combien il y a de ces nombres depuis i jusqu’à une limite 
donnée x. La formule qui résout cette question est 

X 

^ log. X — I . o8366 ’ 

log.j: étant un logarithme hyperbolique. En effet, la comparaison 
de cette formule avec l'énumération immédiate faite dans les tables 
les plus étendues, telles que celles de Wéga, de Chernac ou de 
Burckhardt, donne les résultats suivants. 


Limite x. 

Nombhe J- 

Limite x. 

Nombre y' 

P«r U foriDDle. 

Par Iniablea. 

Par la fomniW. 

Par lea ublea. 

lOOOO 

ia 3 o 

ia 3 o 

200000 

1798a 

17984 

20000 

aa68 

aa 63 

aSoooo 

aao 35 

aao 4 S 

3 oooo 

3 a 5 a 

3 a 46 

3 ooooo 

a 6 oa 3 

36988 

40000 

4 aoS 

4 ao 4 

35 oooo 

39961 

29977 

5 0000 

5 i 36 

5 i 34 

400000 

33854 

3386 1 

60000 

6049 

6 o 58 

5 ooooo 

4 i 533 

4 i 538 

-0000 

6949 

6936 

600000 

49096 

49093 

80000 

7838 

7837 

J 00000 

56565 

56535 

90000 

8717 

8713 

800000 

63955 

68937 

I 00000 

9588 

9592 

900000 

7 >» 7.9 

71368 

iSoooo 

1 3844 

■3849 

1000000 

78543 

78493 
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(SgS) Il est impossible qu’une formule représente plus fidèlement 
uae série de nombres d’une aussi grande étenehie et sujette néces- 
sairement à de fréquentes anomalies. Pour confirmer encore mieux 
une loi aussi remarquable, nous ajouterons qu’ayant cherclié , d’après 
un procédé que nous exposerons bientôt, combien il y a de nom- 
bres premiers de i à loooooo, nous avons trouvé qu’il y en a 78527 ; 
résultat qui diffère peu de celui de l’énumération faite dans les 
table», et encore moins dv cehii de la formule. Il n’y a donc aucun 
doute, non-seuleBient que la loi générale est représentée par une 

fonction de la forme n^^is que les coefficients A et R 

ont en effet les valeurs très-approchées A= i , . . . — i .o8366. 

Il resterait à démontrer cette loi a priori, et c’est une recherche 
intéressante sur laquelle nous donnerons ci-après quelques essais. 

(3q6) Si on appelle a. la quantité dont il faut que x augmente 
pour que j devienne j -H t , on aura pour déterminer a l’équation 
suivante, dans la(|uelle on a fait pour abréger c=i,o8366, 

x+ a X 

^ hjj. (xr-t- a ) — c log. x — ■ c 

De là résulte , en supposant que x est un nombre très-grand , 
a = (log.x— c+ r)(r + ^), 

ou simplement a = log. x — o . o8366 ; ear ces déterminations ne com- 
portent j»s une précision rigoureuse. 

Il suit de là qu’à mesure que x augmente , la différence entre deux 
nombres premiers voisins de x augmente aussi, et peut être repré- 
sentée avec beaucoup d’approximation , quant à la valeur moyenne, 
par log.x — o.o8366; de sorte quedans un intervalle de 2 ,rn termes 
compris depuis x — m jusqu’à x + m, on devra compter autant de 

nombres premiers qu’il y a d’unités dans |„g x — o.oiKS ’ " 

que m soit assez petit par rap|K>rt à x. 

Ce résultat s’accorde très-bien d’ailleurs avec la nature des nom- 
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brcB pitentiers qui , en ‘général , doiveot être plus éio^és les wns 
des autres, à mesure qu’ils deviennent plus grands. En effet, la 
probab^ité qu’un nombre pris au hasard est un nombre premier, 
diminue toujours à Tnesure que ce nombre augmente., puisque Je 
nombre des divisions à essayer pour s’assurer qu’il est premier, 
devient de plus -en plus grand. 

(Sgy) D’après le résultat qu’on vient d’obtenir, il semble que les 
suites convergentes qui déj>endent de la loi des nombres premiers, 
|>euventêtre sommées, comme si cette loi était régulière et telle qu’un 
terme quelconque étant a, le terme suivant lutx-t-log.« — c-«- 1. 
Voici un essai de ces sommations, qui d’ailleurs seront à vérifier, 
soit par le ealcul numérique, soit par des méthodes plus directes. 

Proposons-nous d’abord d’évaluer lejmoduit 


-(-0(-0(-j)(-À) 


dans lequel les dénominateurs sont la suite des nombres premiers 
de 3 à U. Si on appelle 2' ce que devient z lorsque u se change en 

w -t- log.u — c -t- I , ou <■> -t- a , on aura ’P*' 

les formules coanueson a ja*^^-t-etc. ; donc en 


regardant a comme très-petit par rapport à u, cequi«st d'autant 

plus exact cpie u est plus grand , 00 aura d’abord à ti<ès-peu près 

dz — ‘—dv. • ] A A 

= = , ce qui douaera £i=:— = î — — 

Z ta a ’JL • 


En 


j£ ■ a log. — 0.0^366 

ayant égard aux termes du second ordre, on aurait plus -exactement 




loe.'U — O . o8366 H 


-- ; mais la première valeur est snfïîsammcnt 


^prochée, et on trouve qu’en faisant A=i . io 4 „ elle représente 
assez bien les nombres de la Table IX. 


( 3 q 8 ) Soit [jToposé maintenant de sommer la suite de fractions 
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dont les dénominateurs sont les carrés des nombres premiers suc- 


cessifs. En mettant u + a au lieu de u, on aura z'—z: 

2a it > Il 

— -H etc ; d ou 1 on tire 


du 


,ddz 

■ T a -7- T + etc. : 




, OU 


du' 


z=S.- 


r=A- 


w(a-J-i) ü>(log. »-f-o. 91634)' 

La constante A est la valeur de la suite prolongée à l'inlini : Euler 
l’a trouvée =0.202247. {Introd. in y/mi/. , n" 282.) 

(%9) Quant à la somme de la série réciproque simple 




I 

I I 


on peut la déduire des deux sommes déjà trouvées. En effet , puis- 
qu’on a 

1 . 104 


(' OC' 5) ('""i)— 


-O.OÜ366 


si on prend les logarithmes de chaque membre, 011 aura par les for- 
mules connues ; 

-*-Z =log-(log"— 0.08366) 

— log.(t.io4) 



H- etc. 

Or la suite jr + §r a pour somme 0,202247 • négli- 
geant les termes de l’ordre , : les autres sommes se réduisent 

ulog.u ’ 

pareillement à des constantes dont il est aisé de trouver des valeurs 
approchées ; on aura donc la somme cherchée 

U = log. ( log. U — O . o8366) — 0 . 2 2 1 5. 

(4oo) La propriété dont jouit la suite précédente, d’avoir une 
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somme in6nie, peut jeter (jiielque jour sur la loi générale des nom- 
bres premiers. 

En effet, considérant u comme une fonction de o> qui satisfait à 
l’équation 

I I I . I . » 

M = ô-t-Ë-4-;;-4'77 

si U devient u + a , on aura 


Au a* AAu 1 1 ^ A 

“ + r • + etc. == -^ = - 


Et en supposant u très-grand ou a très-petit par rapport à u, ces 
suites se réduisent à leur premier terme et donnent 

Dans la même hypothèse de u très-grand , on peut supposer que 
la valeur de a , développée suivant les puissances descendantes de w, 
est a = Au"-h B«’ -t- etc., l’exposant /n étant plus grand que les sui- 
vants. En ne considérant donc que le premier terme de cette suite, 

011 aurait résulte k=C — 

Mais si m était une quantité finie positive, lorsqu’on fait æ’=x , 
u se réduirait à la constante C, ce qui ne peut avoir lieu , puisqu’on 
sait que u est alors infini; d’un autre côté, on ne peut supposer 
m=o, parce que la distance entre deux nombres premiers consé- 
cutifs aurait pour limite une constante A , tandis que par la nature 
de ces nombres elle doit augmenter indéfiniment. Donc il faut que 
que m soit infiniment petit, et alors Au’-f-Bw'-j- etc. prendra la 
forme A log. u + B ; faisant donc a = A log. «■» -t- B , on a 

d’où résulte M=|log.«-»-C, quantité qui de- 
fit «A A ot A 

vient infinie, comme elle doit l’être lorsque u est infinie. 


( 4 oi) Ayant «= A log. « -»- B , on en déduit aisément la fonction 

' dr 

y, au moyen de l’équation y — y= i , ou a^ = i , laquelle donne 

, u fMdoL M fA.Ua M Au 

dy=—, et en intégrant y=-+J - = -+J + p- = 
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— — n — Tl «* <P>i *'acfor<!l«- avM? la formuif cénéralt* 

ot — A AIog.oj-t-B — A’ ' ^ 

donnée ci-<lessus, en prenant A = 1 , B = — o.o83(>G. 

Il est remarquable qu’on déduise ainsi du calcul intégral une pro- 
priété essentielle des nombres premiers; mais toutes les vérités ma- 
thématiques sont liées les unes aux autres , et tous les moyens de 
les découvrir sont également admissibles. C’est ainsi qu’on a cru 
devoir employer la considération des fonctions , pour démontrer 
divers théorèmes fondamentaux de la (léxwnétrie et de la Mécanicpie. 
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§ I X. Démonstration de divers théorèmes sur tes progreiSMons 

arithm étiques. 


(4fia) Soit proposée la progression arithmeticfie 

A— C, aA — G, 3A — C «A — C, (Z) 

oUns laquelle A et C sont des nombres quelconques premiers entre 
eux ; soit a un nombre premier non-diviseur de A ; si l’on, détermine 
X de manière que Ax — C soit divisible par i, la valeur de x seca 
généralement de la tbrme x= a d’on l’on voit que les. termes 
divisU>les par & dans la progresstoa proposée forment eux-mêmes 
la progression aritbméti(|ue 

A a — Cf A (a -t- 6) — C , A (a -t- a 9) — c , etc 

et qu’ainsr sur 6 termes consécutifs, pris partout où l’on voudra 
dans la progression (Z), il y en a toujours un divisible par 9, lequel 
est suivi et précédé d’une suite d'antres termes également divisibles 
par 9, et distants entre eux de l’intervalle 9. 

Cela posé, soit 9 , X, (i. . .i|«, «, une suite de nombres premiers, 
pris à volonté, dans un ordre quelconque, mais dont aucun ne 
divise A. Nous allons clxercher quel est, dans la progression (Z), le 
plus grand nombre de termes consécutifs qui seraient divisibles par 
quelqu’un des nombres de la suite 9 ,X, ft. . . <|( , u , que nous appel- 
lerons (aj. II faut pour cet effet examiner d’abord les cas les plus 
simples. 

(4q3) 1 * Si l’on ne considère que deux nombres premiers 9,x, 
il ne peut y avoir plus de deux termes consécutifs divisibles l’un 
par 9 , l’autre par X , et ces termes peuvent être désignés |>ar (9) , (X). 
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terme qui suit (\) ne peut être divisible par 6 , car l’intervalle avec 
(0) n'étant que de deux termes, il faudrait qu’on eût 6 = a; mais ce 
cas est exclu , et nous ne considérons dans la suite (a) que des nom- 
bres premiers impairs. Par la même raison , le terme qui précède (6) 
ne saurait être divisible par > et encore moins |>ar 6 ; donc dans ce 
premier cas le maximum cherché M = a. 

(/|o4) Soient les trois nombres premiers 6 , ; on pourra con- 

cevoir trois termes consécutifs divisibles par ces nombres, lesquels 
seront (6), (X), (ix). Pour que le terme qui suit ((i) soit divisible par 6, 
il faut que S soit 3 , et pareillement pour que le terme qui pi'écède 6 
soit divisible par [i , il faut que |x suit 3. Mais comme les nombres 
premiers que nous considérons sont nécessairement différents entre 
eux, il n’y a qu’une de ces deux suppositions qui puisse avoir lieu. 
Dans le cas donc de 8=3, on pourrait avoir quatre termes consé- 
cutifs (3) , (x), ((*), (3), divisibles chacun par l’uii des nombres pre- 
miers 3 , X , (x. A la suite de ces quatre termes on n’en peut pas mettre 
un cinquième; car la moindre valeur que puisse avoir (x) étant 5, 
le premier terme divisible par 5, après (x), serait le septième et 
non le cinquième. Donc dans le cas où la suite (a) est composée de 
trois nombres premiers , on a au plus M = 4 > encore faut-il que l’un 
de ces nombres premiers soit 3. 

(4o5) Supposons maintenant que la suite (a) soit composée de 
quatre nombres premiers 6 , X , (x , v. Si l’on considère quatre termes 
consécutifs divisibles par ces nombres , savoir : (6)i(x),(|x),(v); pour 
en ajouter un cinquième , il faudra que X soit 3 ; alors on aura les 
cinq termes consécutifs (O), (3), (fx), (v), (3). Si l’on veut ajouter à 
œux-ci un sixième terme, cela ne se pourra que lorsque 6=5, car 
alors on aurait les six termes (5) , (3), ([x), (v), (3), (5). La progres- 
sion ne peut plus être continuée lii vci’s la droite, ni vers la gauche, 
car (X et V devant être plus grands que 5, les termes divisibles par [t 
ou par V vont beaucoup au-delà. Donc dans le cas où la suite (a) est 
«•onqjosée de quatre termes, il n’y a au plus que six termes consé- 
cutifs de la progression (Z) <jui soient divisibles par quelqu’un des 
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termes de la suite (a). On a donc alors M = 6 , mais ce maximum 
n’a lieu que lorsque deux des quatre nombres premiers sont 3 et 5. 

(4ol’>) On conçoit en effet que les nombres premiers les plus petits 
sont les pins propres à donner la plus grande valeur de M, toutes 
choses d’ailleurs égales, puisque de plus grands nombres premiers 
rendent plus grands les intervalles des termes dont ils sont diviseurs. 

En vertu de cette observation , on peut considérer tout d’un coup 
la suite naturelle des nombres premiers 3, 5, 7 . . . iji, u, en en laissant 
seulement deux indéterminés, tels qu’ils sont restés dans les cas pré- 
cédents; et le maximum trouvé pour cette suite aura lieu à plus 
forte raison jjour la suite (a), composée d’un pareil nombre de 
termes 9 , X , ji . . . | , u. 

Soient donc les cinq nombres premiers 3 , 5 , 7 ,i}i,u; on a déjà 
trouvé qu’avec les quatre seuls 3, 5, |, u, on pouvait former les 
six termes consécutifs (5), (3), (>!>), (w), (3), (5). Si à lu place de 
ou U on prenait 7 , alors oh ne pourrait former au plus que les huit 
termes (5), (3), ( 7 ), (w), (3), (5), (|), (3), car leur continuation à 
droite exigerait que u fût 5, et à gauche que fut 7 . On obtiendra 
un résultat plus grand en laissant (|) et (<u), comme dans le premier 
arrangement, et en ajoutant ( 7 ) d’un côté, ce qui permettra de 
l’ajouter en même temps de l’autre , puisque l’intervalle des deux 
termes ( 7 ) et ( 7 ) sera de sept ternies, comme il doit être : on aura 
ainsi les huit termes consécutifs ( 7)1 (5), (3), (+), (u), ( 3 ), ( 5 ), { 7 ). 
■Mais de plus on voit que (3) peut être ajouté de chaque côté, à 
L'anse de l’intervalle requis entre les (3) les plus proches; et de cette 
manière on aura une combinaison de dix termes, savoir : ( 3 ;, ( 7 ), 
(5) , (3), (iji) , (») , (3), (5) , ( 7 ), (3). Elle ne peut être prolongée ni d’un 
côté ni de l'autre, parce qu’il faudrait pour cela que u ou tj; fût 5 , 
ce qui n’a pas lieu , 5 étant déjà employé. Donc dans le cas où la 
suite (a) est composée de cinq termes, le maximum cherché est 
M=io. 

( 407 ) On aurait pu, par une simple observation, arriver immé- 
diatement à ce résultat. Puis<nie les termes <livisibles par 3 et re- 
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présentés par (3) se suocèdent à un intervalle de trois rangs, que 
les termes divisibles par 5 se suocèdent à un intervalle de cinq 
rangs, et ainsi de suite, la série des ternies consecutirs qu’on veut 
former au plus grand nombre possilile, a cette propriété commune 
avec la série des nombres impairs, commençant à un terme quel- 
conque, puisque dans cette dernière les termes divisibles jiar 3 , 
par 5, etc. se succèdent pareillement à des iuten ailes de 3 termes, 
de 5 termes, etc. Mais le moyen d’obtenir le plus graiid nombre 
de termes consécutifs de cette suite', qui soient divisibles par quel- 
qu'un des nombres premiers 3, 5, y, 1 1 , etc., est de considérer la 
suite des nombres impairs dans ses moindres termes, c’est-à-dire 
dès l'origine de cette suite. Car à une distance jilus grande on ne 
manquerait pas d’être arrêté par des nombres premiers plus grands 
que les nombres premiers donnés, et qui empêcheraient la conti- 
nuité des termes qu’on veut former. Il faut donc tout simplement 
considérer la série i , 3,5, 7 , 9 , 1 i,etc. ,qu’ou |ieut également pro- 
longer dans l’autre sens, ce qui donnera 

—9,— 7 , —5, —3, — 1 , 1 , 3, 5, 7, 9. . , . 

ou parce que les signes des uombres sont indifférents, lorsqu’on a 
égard seulement à leur propriété d’être divisibles ou non- divisibles 
par un nombre donné, on pourra considérer la double suite 

...i5, i3, ii,9,7i^>^! *1 *5... 

dans laquelle les termes divisibles par 3 , 5 , 7 , succéderont 

toujours à des intervalles de 3 , 5 , 7 , etc. termes , et cette suite aura 
l’avantage d’être composée des moindres nombres possibles. Dési- 
gnant comme ci-dessus chaque terme par le moindre nombre pre- 
mier qui en est diviseur, on pourra la représenter ainsi : 

. . .(3),(.3),(i i),(3),(7),(5),(3),(iX(i),(3),(5),(7),(3),(t i),(i3),(3). . . 

(4o8) Maintenant si les nombres premiers donnés sont 3, 5 , 7 , 
4 >, (• , on mettra dans la suite précédente les indéterminées (<{;), (w) , 
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à la place dfs deux termes (i) et (i) «pii occupent le milieu, et on 
prendra dans les termes précédents et suivants tous ceux «pii n’ex- 
cèdent [las (7). De cette manière , on a immédiatement pour le cas 
dont il s’agit la suite 

(3), (7), (5), (3), (;), W, (3), (5), (7), (3), 

«pii est comfiosée «le dix t«*rmes «ït donne le maximum M=io, 
comme on l'a déjà trouvé. . 

Rien de plus facile ensuite que de généraliser le résultat pour tant 
de nombres premiers qii'oii voudra. Si on a , par exemple, les six 
nombres premiers 3 , 5 , 7, 11, <}<,«, on voit que la combinaison 
«pii produit le plus grand nombre de termes consécutifs divisibles 
par quelqu’un de ces nombres premiers , est 

(• 0 .( 3 ),( 7 ),(''*).( 3 ),(+).W,( 3 ),( 5 ),( 7 ),( 3 ),(iU, 

ce qui donne le maximum M = la. 

En admettant encore un nombre premier tic pins, de sorte que la 
suite fa) fût composée des sept termes 3 , 5 , 7, 1 1 , i 3 , on au- 
rait la combinaison 

(3), (.3), (1 1), (3), (7), (5), (3), (+), M, (3), (5), (7), (3),(. i),(. 3),(3), 

la(]uelle est coiu|K)sée de seize termes et donne M = 16. Elle ne peut 
être prolongée pins loin , parce que le terme «jui viendrait à la suite , 
d’un côté ou de l’auti'e, est (17); or quand même ou u serait égal 
à 17, on ne peut l'employer pour continuer la suite, puisfpi'il lais- 
serait vers le milieu une place vide. 

( 4 cm)) Maintenant j’observe que le nombre i(! qui satisfait à la 
question précédente n’est autre chose «|ue 17 — 1,17 étant le nombre 
premier qui suit immédiatement i 3 ; et il est aisé de voir «pie ce 
résultat, ainsi généralisé, est exact; car la progression dont nous 
venons de faire usage n’est antre cliose que la progression des nom- 
bres impairs J , 3 , 5 , 7,9, etc. répétée dans deux sens différent», 

10. 
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et dans laquelle on a désigné chaque terme par le plus petit nombre 
premier qui en est diviseur; de sorte qu’on peut établir ainsi la 
œrrespmndance de ces deux progressions : 

9 * 7 > ^) 7 ’ 9 » *^)ï 7 

( 3 )Xi 3 Mi 0 , ( 3 ), ( 7 )i(‘i).( 3 )mH( 3 W 5 ),( 7 ). ^ 

or par cette disposition on voit évidemment que le nombre de termes 

compris entre les deux désignés par 17, 17, est 17 — i ; donc on a 
M=i7- I. 

11 n’est pas moins facile de voir en général , que si la suite (a) est 
composée de k nombres premiers, dont deux , i]i et u, sont indéter- 
minés, et les A — a autres forment la suite naturelle 3, 5 , 7 , 1 1 , i3. 
17, etc. jusqu’à 17 **“’^; le majcimiim cherché sera 

lé*""’ étant le terme de rang k — i dans la suite des nombres pre- 
miers 3 , 5 , 7 , 1 1 , etc. 

Cette formule s’accorde avec les résultats particuliers que nous 
avons trouvés, et il en i-ésulte le théorème général qui suit : 

( 4 io) a Soit donnée une progression arithmétique quelcon(|ue 
« A— C,aA — C, 3 A — C, etc., dans laquelle A et C sont premiers 
<t entre eux; soit donnée ,'uissi une suite 6,X,[t...i|>,(», composée 
« de k nombres premiers impairs, pris à volonté et disposés dans 
« un ordre quelconque ; si on appelle en général w'*’ le 2"*“ terme de 
« la suite naturelle des nombres premiers 3,5,7,11, etc. , je dis 
« que sur w**"’’ termes consécutifs de la jirogression proposée, il y 
O en aura au moins un qui ne sera divisible par aucun des nombres 
O premiers 6,X, |a. . .i}«, ». » 

En effet, on vient de prouver que dans la progression dont il 
s’agit, il ne peut y avoir au plus que it *~’’— i termes consécutifs 
qui soient divisibles par quelqu’un des nombres premiers 6,X, 
|A. . .(ji, «. Donc sur termes consécutifs, il y en aura au moins 
un qui ne sera divisible par aucun de ces nombres. . 
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Ce théorème très-remarquable est susceptible de plusieurs belles 
applications. On en jugera par les deux conséquences que nous 
allons en tirer. 

( 4 i •) La progression A — C, a A — C, 3 A — C, etc. étant con- 
tinuée jusqu’au terme «A — C, soit L le plus grand entier com- 

pris dans \/'{iiA — C); soit en même temps u le nombre premier 
immédiatement au-des.sous de L, et ^ le nombre premier qui pré- 
cède b>] si dans la progression A — C, aA — C, 3 A — C, etc. , on 
prend partout où l’on voudra i(< termes consécutifs, il faut, en vertti 
du théorème précédent, que sur ces i|i termes il y en ait au moins 
un qui ne soit divisible par aucun des nombres premiers 3 , 5 , 7, 
1 1 . . . i]/ , « , et qui sera par conséquent un nombre premier, la pro- 
gression étant terminée au terme riA — C. 

IjC nombre des termes de la progression , depuis celui qui ap- 
proche le plus de V/(n A — C) jusqu’au dernier terme «A — C , est 

à peu près n — \/ ; (car on suppose C < A , et on a |< I//1 A). 

Donc dans les n termes de la progression dont il s’agit, il y aura au 

^ n 

«— 1/7 

moins autant de nombres premiers qu’il y a d’unités dans , 

on à peu près dans Ce nombre peut être aussi grand qu’on 

veut, en donnant à n la valeur convenable. Donc 

« Toute progression arithmétique dont le premier terme et la 
« raison sont premiers entre eux , contient une infinité de nombres 
« premiers, s 

Cette proposition, qui est très-utile dans la théorie des nombres, 
avait été indiquée dans les Mémoires de l’Académie des Sciences , 
an. 1 785; mais jusqu’à présent sa démonstration n’était |ioint encore 
connue et paraissait offrir de grandes difficultés. 

( 4 ia) On pourrait, s’il était nécessaire , resserrer graduellement 
les limites entre lesquelles doit se trouver un nombre premier; car 
le nombre qui fixe l’étendue de ces limites , diminue en même 
temps que n , et à peu près en raison de \/ n ; donc lorsque n est 
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moiiulre, ou que la progression est moins avancée, il faut un 
moindre nombre de termes consécutifs pour trouver parmi eux 
un nombre pi-emier, que lors(|ue la progression est plus avancée. 

Par cette raison on trouvei-ait une quantité plus gi-ande que 

|K)iirle nombre des termes de la progression qui sont des nombres 
premiers; ce résultat augmenterait encore en excluant les nombres 
premiers impairs qui peuvent diviser A ; car si le nombre de ceux- 
ci est/, alors au lieu du nombre mentionné dans le théorème 
du n° 4*0, on devrait prendre .Mais ces observations sont 

peu ini|K>rtantes , et il siiflit d avoir démontré généralement que 
toute progression arithmétique, dans laquelle C et A sont premiers 
entre eux , contient une infinité de nombres j)reiniers. Quant à la 
multitude des nombres premiers contenus dans n termes delà pro- 
gression arithmétique , elle ne peut être déterminée que par d’autres 
considérations. 

(413) Examinons plus particulièrement la progression des nom- 
bres impairs t , 3, 5, 7 , g. . .an — r , et proposons-nous de trouver 
combien de termes il faut ajouter à cette progression, pour que 
parmi ces termes il se trouve nécessairement un nond)re premier. 

Soit le nombre premier qui satisfait à la question, et u le 
nombre premier qui suit immédiatement ; il faudra, suivant notre 
théorème, que u soit le plus grand nombre premier contenu dans 
— 1); donc u’ — -t- i < an. Mais ca — 1}' ne saurait 
être moindre que a, on aura donc w’ — aco-l- i <an — 4)^ 011 ré-- 
sulte 0) — I < 1/ (an — 4) > I>*r conséquent t}. < — i -t-l/(an — 4)- 
Cette solution générale fournit le théorème suivant : 

« Soit iji le plus grand nombre premier contenu dansV/(a/» — 4) — • i 
« je dis que parmi les nombres impairsqui suivent immédiatement 
« — 1 1 *1 y aura toujours au moins un nombre premier. » 

(414) Par exemple, soita/t — i = 1 13, oun=57, le nombre pre^ 
mier le phis grand eonttmn dans l/^Tïô — i est 7. Donc parmi les 
sept nombres impairs qui suivent 1 13 et qui sont: 1 15, 117, 119, 
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lai , ia 3 , ia 5 , 137, il y a nécfssairement iiii nombre premier ; c’est 
1 37 , c|ui est précisément le septième. 

Ici la limite fixée à 7 ne s’est trouvée que de la grandeur nécessaire; 
le plus souvent , et surtout lorsque n est très-grand , elleest beaucoup 
trop étendue; on l’agrandirait encore, mais on simplifierait l’énoncé 
du tliéorème, en disant (|iie de li à L -f- aV/I. il doit nécessaire- 
ment se rencontrer un nombre premier. 

Ce théorème est au moins un premier pas vers la solution du pro- 
blème regardé comme très-difficile, de trouver un nombre premier 
plus grand qu’une limite donnée. 

Remarque. Si on donnait à n des valeurs très-petites , on trouverait 
(|ue ce théorème est sujet à quelques exceptions ; mais comme on a 
supposé que <}i est un terme de la suite . 3 , .‘i , 7, 1 1 , etc., il faut que 
V' (a/i — 4)— I soit plus grand que 3 , ainsi on doit faire /» > 10 , 
et alors il n’y aura aucune exception. 
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§ X. Oh l’on prouve que tout diviseur quadratique de la formule 
t* -H N II' , contient au moins un nombre Z plus petit que N et 
premier « N o« à ^N. 


(4 1 5) VJKTTE propo.sition est nécessaire pour compléter la démons- 
tration du théorème XII de la troisième partie; elle se vérifie immé- 
diatement dans tous les exemples qu’on peut se proposer, et même 
on peut donner la valeur générale de Z dans un grand nombre de 
diviseurs quadratiques qui contiennent un coefficient indéterminé 
et s’étendent ainsi à une infinité de valeurs de N. Mais nous ne 
donnerons de ces cas particuliers que ceux qui sont nécessaires pour 
conduire à la démonstration générale. 

Comme nous avons principalement en vue les formules de la 
Table VIH, qui font le sujet du théorème cité, nous ferons usage 
des mêmes dénominations. Soit donc le diviseur quadratique. . . 
V — cf + txbyz + at' , où l’on a ac — i’=N, a et c > ai, et 
c < al/ jN ; on suppose que les trois nombres a ,h, c n’ont pas de 
commun diviseur; car s’ils en avalent un , il est évident que la pro- 
position énoncée ne pourrait avoir lieu. 

(4i6) Cela posé, remarquons d’abord qu’il y a deux cas princi- 
paux où on obtient immédiatement la valeur de Z. 

1 ° Si l’un des deux nombres a et c n’a point de diviseur cominiiii 
avec N, ou s’il n’a que a de commun diviseur, ce nombre pourra 
être pris pour Z. 

a* Si le diviseur quadratique projiosé manque de second terme , 
de sorte qu’on ait r=cr“ + az' et N = ac, il est visible que le 
nombre c + a, compris dans F , est plus petit que a c et n’a aucun 
diviseur commun avec ac; donc dans ce cas on a généralement 
7a~t 4 - a. 
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Il ne s’agit donc plus que d’examiner les cas où b n’étant pas zéro, 
les coeffîcients a et c ont chacun un diviseur commun avec N. 

Dans cette double supposition , non-seulement il est possible de 

trouver le nombre cherché Z dans la formule proposée 

cy -t- ^hyz + az', mais il est possible de le trouver dans la formule 
moins générale cy+ ahy + a. Nous allons donc faire voir qu’on 
peut toujours satisfaire à l’équation Z=c_y*-t- ^by+ a, en suppo- 
sant Z moindre (|ue N et premier à N ou à -j-N. 

( 417 ) Soit 6’X le plus grand commun diviseur de c et N ; nous 
représentons ainsi ce diviseur afin d’exprimer que X n’a que des 
facteurs inégaux , et pour pouvoir conclure de l’équationac — A’=N 
que ex est le plus grand commun diviseur de c et de b. Soit donc 
c = 6'Xc', b=%\b' , N=9’xN', on aura N'=ac — \b'\ elle divi- 
seur Z deviendra 

Z = 6’Xc'j* -J- aexi'j-»- a. . 

J’observe d’abord que Z ne peut avoir aucun diviseur commun 
avec ex; car si un même nombre premier u divisait Z et 6X , il est 
évident , par la formule précédente , qu’il diviserait n; donc les trois 
coefficients a , b, c seraient divisibles par un même nombre, ce qui 
est contre la supposition. 

Mais on a N = e’xN'; donc s’il y a un commun diviseur entre Z 
et N , ce même diviseur aura lieu entre Z et N' ; et réciproquement 
si Z et N’ sont premiers entre eux , Z et N le seront aussi , comme 
la question l'exige. 

Tout se réduit donc à faire en sorte que Z et N' n’aient point entre 
eux de commun diviseur. Or la valeur de Z étant multipliée par r' 
donne 

r Z=X (9 c'y 4- b')' -H N' , 

et d’ailleurs les nombres c et N' sont premiers entre eux, puisque 
9’X est le plus grand commun diviseur de c et N. Donc on sera as- 
suré que Z et N n’ont point de commun diviseur impair, si on fait 
en sorte que ic y+ b' et N' soient premiers entre eux. 

II. Il 
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Appelons ■ , . . . .o^'^les i dUliarenla. aomfares pre- 

niiersinipnirsiqui peuvent diviser N';si on désigne fiar teenae 

de rang (>— i dans la suite naturelle des. nombres premiers 3,5, 
7, U , etc. , et que d'après le terme général hc y + è', où 0 c* et A’ 
sont premiers entre eux., oa forme la progression arithmétique in- 
défliüe daus les deux sens : 

... — 2 9 r -f- A', — 9 c' -H A' , A' , 9 c -h A', 2 9 c -I- A' , . . . 

Il a été démontré (u* 4io) que sur (*■'“'> termes consécutifs de cette 
progression, il y en aura au moins un qui, n’étant divisible par 

aucun des nombres premiers a, a", a'*’, sera nécessairememt 

premier à N'. 

On trouvera donc ainsi tant de valeurs de Z qùon voudra , les- 
quelles n’auront aucun diviseur commun avec N ; mais il reste à 
faire voir que parmi ces valeurs il y eu aura toujours au moins une 
moindre que' N. 

( 419 ) Observons d’abord que pour avoir les limites des valeurs 
de y qui rendent Z moindre que N , il faut résoudre l’équation 
N = cy -t- a A^ -I- a, laquelle donne pour ces limites 

c ’ c~ 

Lear diiüerence ^ l/^(c N — c) est à très-peu près le nombre des va- 
leurs de J- qui rendent Z< N; car au moyen des valeurs précéden- 
tes, et en observant qu’on a b<^^c, on trouve aisément que le 

nombre de ces valeurs est égal à i’eatiarc 0 npnsdana|i^(cN — c), 
ou qe peut surpasser cet entier que d’une unité. Appelant donc 

n ce nombre, on aura n'—E ~ , ou dans certains cas, 

< r« /a (c N — e)\ . , . , , , 

" = I +• c.( -J ; mais on jieiit s en tenir généralement a 

la première valeur, et le calcul ne.seca q«M.plusiBoaeluaHteHifav«uc 
de notre proposition. 
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On peut donner à oette valeur une forme plu» commode. Puisque 
n et c ont chacun im commun diviseur avec N, et que b n’est pas 
zéro, il faut qne h soit divisible au moins par deux nombres pre- 
miers impairs didërents l’un de l’autre; ainsi h ne saurait être 
moindre que 3 y. 5, et comme on a c~^%b, on doit dono avoir 
aussi c > 3o. 

Le même nombre e, supposé le plus petit des deux n et c, est 
< IN ; et comme on a cN — c>(c — i)N,la valeur de n' peut 
être mise.sous la forme . 




— I N 




si/tN 


). 


OÙ l’on a 





> I ; ce qui donne 


*^100 


. 11 faut maintenant faire voir que, quel que soit le nombre i des 
lacteurs premiers différents dont N' est composé, on aura toujours 


{420) Reprenons la valeur IN''=nc — xh'% et supposons que le 
plus grand commun diviseur entre n et N soit (l’v, g’ étant le plus 
grand carré qui en est facteur; U faudra que b' soit divisible par gv : 
ainsi eu faisant a=|iSn', on aura N'=(i’v(a'c' — 

Le facteur g' pourrait se réduire à l’unité, mais v est un facteur im- 
|>air qui reste nécessairement, puisqu’on raisonne dans l’hypothèse 
que a et N ont un commun diviseur autre que 2. Quant à l’autre 
facteur a c — %yb"', on peut faire voir qu’il est plus grand que 
3^vi"’; car n et c étant l’un et l’autre >• ai, on a «c > 4 i’, ce qui 
donne d d > 45^vi"’. Cela posé, oh voit que N' ne peut avoir moins 
de deux facteurs impairs différents, ou tpie t ne peut être moindre 
que a. Nous allons examiner successivement les différents cas qui 
, ont lieu selon les différentes valeurs de L 

Sup]K)sons t° que N' n’a que deux facteurs, v et «; le nombre / 
étant a, on aura = 3, puisque 3 est le premier terme de 

. ' . ‘ II. 
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]a suite 3 , 5 , 7 , 1 1 ,etc. Il faut donc prouver que n! est plus grand 
c]ue 3 . 

Ayant d’une part N'='» a, et de l’autre N' > 3 iv’ b"\on a à plus 
forte raison «> 3 >v; et comme les moindres nombres à prendre 
pour X et V sont 3 et 5 , on aura a > Ainsi on ne saurait supposer 
« moindre que 46 ou 47 ! on peut prendre a== 46 , pan-equele fac- 
teur 3 ne change rien au résultat qu’on veut obtenir. Alors on aura 
N = 6 *xN' = 6’>v.46; la moindre valeur de N est donc 

N = 3.5.46=(>90, d’où résulte 690 > 9,3y. Donc si N' 

n’a que deux facteurs premiers impairs , on aura n > 

a‘ Supposons que N'a trois facteurs premiers, et de plus que ces 
facteurs sont inégaux , afin de rendre d’autant plus grande la valeur 
de{';onfera donc N' = vo6,t = 3 , ce qui donnera |x<‘“'’ = piW= 5 ; 
il faudra encore qu’on ait N'> 3 v’^è"’; et par conséquent a 6> 3 «X. 
La quantité 3 vXa pour mf/tùnu/n 3 . 3 . 5 ,ou 46 ; donca6> 45 . Mais 
les nombres a et S doivent être inégaux entre eux et différents de 
3 et 5 ; on ne peut donc prendre pour a et € des valeurs moindres 
que 7 et ti. Elles donnent N'=v.7. 11 , et la moindre valeur de 
N = t*xN’ sera Xv. 7. Il, ou 3.5.7.11. Mais il est évident que 

1 /( 3 . 5 . 7 . 1 1) est > 5 . Donc on a encore n > 

3 * Soit N'=v aCy; ces quatre facteurs étant impairs et inégaux, 
on aura i =4 et ji<*~'’=(i<’>=7. Dans ce cas la moindre valeur 
de N=6'Xva6y sera 3.5.7.ii.i3; or l/( 3 . 5 . 7 . 1 1 . i 3 ) ou.. 
1/(7 . 1 1 . 1 3 . 1 5 ) est évidemment plus grande que 7 ; donc on a en- 
core 

4 " En admettant un facteur de plus, on aurait »= 5 , ji<‘" '•= 1 1 ,et 
la moindre valeur de N étant 3 . 5 . 7.11.13. 17 ou ii.i 3 . 17.105, 

on auraitl/N > aa , et par conséquent n' > — 1 / N > (t^‘— >. 

I/inégalité devient évidemment de pins en plus grande en faveur 
de /<’ , à mesure que le nombre des facteurs augmente au-delà de 
trois : ainsi la proposition est rigoureusement démontrée lorsque 
N' aura un nombre quelconque de facteurs impairs, inégaux. 
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S'il y a des facteurs égaux dans N' , ils n’entreront que comme • 
tacteurs simples dans la valeur de i , et par conséquent dans celle 
de ; mais 1/ N augmentera et l'inégalité deviendra encore plus 
grande en faveur de ri. Il en sera de même dn facteur a, qui , lors- 
fpi’il a lieu, augmente la valeur de n! sans augmenter celle de 
Donc dans toiitesies formules qui ne se rapportent pas aux cas 
1 et a du n* 4 1 6 > on pourra toujours trouver un ou plusieurs nom- 
bres Z plus petits que N et premiers à N ou à •; N. 
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§ XI. Méthodes pour trouver combien, dans une progression arith- 
métique quelconque , il y a de termes qui ne sont divisibles pur 
aucun des nombres premiers compris dans une suite donnée. 


(4ai) Considérons de nouveau la progression arithinéti(|iie 

A — C, a A — C, 3A — C «A — C, 


dans laquelle A et C sont premiers entre eux, et soit 6 un nombre 
premier non-diviseur de A. Si on détermine le nombre 6’ plus petit 
que 0 , de manière que A«* + C soit divisible par 9, et qu’on fasse 
x = 6z — 6‘, toutes les valeurs de x comprises dans cette formule 
rendront Ax — C divisible par 9. Cela posé, le nombre des termes 
de la progression proposée étant «, supposons qu’on demande com- 
bien il y a de ces termes qui ne sont pas divisibles par 6. 

Si n est un multiple de 9 , il est clair que le nombre des termes 

divisiblespar 9 sera^; donc le nombre des termes non-divisibles 
étant nommé on aura 

y=n-" = n{i-^y 

Si n n’est pas un multiple de 9 , la formule précédente désignera , 
à une fraction près , le nombre des termes non-divisibles par 9. Mais 
pour avoir une formule exacte dans tous les cas, observons que les 
termes divisibles parO forment la suite A(9 — 9°) — C, A (a9 — 9°) — C, 
A(3fi — 6") — C,etc., jusqu'à un tenne AA9 — A9” — C, aussi ap- 
proché qu’il est possible de An — C, et plus jietit que An — C. 

Désignons à l’ordinaire par l’entier le plus grand con- 

tenu dans — * — ; cet entier sera la valeur de k ; donc le nombre des 
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termes divisibles par 9 dans la' progressibri proposée sera'RI^^ ^^ ') , 

. t ^ — ' ’ ' 1' ■ ni-' II, , ■ ' !iî N ® ' 

et par conséquent le nombre des terin^ nonrdivisibles est 


j = n— E(^ 


6.1/ 


Lorsque n est divisible par 9 , l’entier contenu dans "~g - est g, quel 
que soit 9', puisque 9* est positif et <9. Donc alors on aura. . . 

yœn— ocmme ci-dessus. 

1 

(4aa) Soient maintenant 9 et % deux «ombres prenuera.ooordivi- 
seurs de A, et soit proposé de trouver combien, H.Tn« Ja même 
progression , il y a de termes qui ne sont divisibles ni, par 9 ni par X. 
Désignons en général par A” le nombre positif et moindre que A, 

fpii rend A A” ~i- G divisible par A ; l’expression E désignera 

le nombre des termes divisibles, par 9 dans la suita pitopo 8 ée,.et 
nombre des termes divisibles pan. Sionretranehei’un 
et l’autre du nombre total n, il restera n — 

Mais de cette manière ort retrancherai f deux fçis les termes divisi- 
bles' par 9 X; pour ne les rettanchér qu’iine fois, ainsi que la ques- 
tion féxige, il faut ajouter à lâ quantité précédente le nombre des 

termes divisibles par 9X, lequel est Ef On aura ainsi le 

nombre demandé ^ ' .k ' , 

Dans le cas où n est divisible par 9X, cette formule devient 
^4s3) En général soient 9,X,n...iji,(tf, tant deinomlwesipreniiers 
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qu'on voudra (a excepté) dont aucun ne divise A , et soit proposé de 
trouver combien, dans la progression A— C,aA — C,. . .«A — C, 
il y a de termes qui ne sont divisibles par aucun de ces nombres; 
il faudra distinguer deux cas : 

I’ Si n est un multiple du produit OX |i. . . . lu, le nombre demandé 
9crd 

(a') 

Cette même formule donnera en général un résultat approché pour 
toute valeur de n; mais l’approximation pourrait devenir fautive 
si le produit 6X(«.. . .|u équivalait à une puissance très-élevée de n. 

a* Quel que soit n, on obtiendra toujours la solution exacte, au 
moyen de la formule ' 

+/EC-i^-/E(Ü,ffiï>>e,c. . .(b-) 


dans laquelle yE (“j— ) exprime la somme des entiers E 

E( "T^* }, simples nombres 9,X, etc. 

la somme des entiers E ^ R 

duits deux à deux de ces nombres, et ainsi de suite; ces quantités 
devant être formées dans toutes les combinaisons possibles et avec 
les mêmes signes que les termes de même dénomination dans le pro- 
duit développé »^i — 


Il faut observer cependant que dans la forme (b') les termes ne 
doivent être continués que tant que les dénominateurs A n’excèdent 
pas An — C, dernier terme de la suite proposée ; car lorsque A sur- 
passe An — C , le nombre A’ qui rend A A” -t- C divisible par A , est 
plus petit que A — n; ainsi on a — o. , 

Dans le cas oùnestuii multiple du produit 6X|ii. . .|u=n, chaque 
terme formule (b') se réduit à ^ , et on retombe exac- 
tement sur la formule (a'). a • , • 
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En général si on an=^û-t-m, la valeur de sera composée i*de 
la partie X'(9 — i)(x — i). . — i) qui répond à la valeur « = 
a“ de la partie qui répond à la partie « = w , et qui est donnée par 
la formule (b'). 

(4a4) Dans le cas particulier où l’on considère la progression des 
nombres impairs i ,3, 5. . .an — i ,on a A = a, C= i , et la valeur 
de A'cpii rend aA”+ i divisible par A, est en général A°=v (a — i), 
ce qui permet de former immédiatement tous les termes de la for- 
mule (b'), chacun étant ± 

Soit proposé, par exemple, de trouver combien, dans les 100 
premiers termes de la progression i , 3, 5, 7 , 9 , etc., il y a de termes 
qui ne sont divisibles par aucun des nombres premiers 3 , 5 , 7 , 1 1 ; 
la formule générale donnera 


loo — E( 

Cî J 

1 + E 

m 

-El 

0 

-E( 

'loaV 

.T-j 

\ + E 


-E( 

^i65y 

-E( 

''io3\ 
s. 7 ) 

1 -t-E 

Që) 



-E( 

N. 11 > 

1+E 

Që) 





-4-E 

(W) 





-I- E 

(f) 




On ne va pas plus loin, parce que les autres produits formés avec 
les facteurs 3, 5, 7 , ii, surpasseraient igg, dernier terme de la 
suite proposée. Faisant donc les réductions, on aura 9 '= 43- 
l.a formule d’approximation (a') donne pour le même cas. . . . 

2^610 / II 0 » t 

— = 4 i“ ï cequisecarte peu de la vente. 

(4a5) Examinons plus particulièrement la suite des nombres im- 
pairs 1 , 3 , 5, 7 , jusqu’à an — i=a, et désignons , pour abréger , 
II. la 
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par T le nombre des termes qui restent de cette progression , 

après avoir supprimé ceux qui sont divisibles par quelqu’un des 
nombres premiers successifs 3,5,7, Nous distinguerons 

deux cas : 

I" Si l’on a «= ou > J/a, tous les termes dont il s’agit seront 
des nombres premiers; sup[K>sons donc que par N (m , a) on désigne 
combien il y a de nombres premiers depuis u jusqu’à a/ l’un et 
l’autre inclusivement, on aura 

T©=N(.,»). 

Quant au nombre N(u, a), il se trouvera ou par les Tables, ou par 
la formule approchée 

N(u,a)= I + i , , 

' ' ' log. a — c log. « — c 

dans laquelle c— i,o8366. 

a* Si on a U < l/a , appelons « , u", etc. les nombres premiers qui 
suivent u , depuis u jusqu’à \/a; appelons en outre a', a", a'", etc. les 

entiers impairs les plus grands contenus dans, les fractions ^ ^ , 

etc. Parmi les termes dont le nombre est représenté par T , 

il y a d’abord tous les nombres premiers de u' à a, lesquels avec 
le premier terme i , qui est toujours du nombre des restants, font 
un nombre N (u, < 7 ) 4 - 1 ou N(u, a). Viennent ensuite les nombres 
qui résultent du produit de u par chacun des nombres premiers de 
u à n , leur nombre est N(tù,a); ainsi de suite. On aura donc 

T ( ^ ) = N (« , rt) + N (< 0 ' , n') 4- N («" , a") 4 etc. 

Cette quantité s’évalue aisément au moyen d’une Table de nombres 
premiers sufBsammentétendue. Car en commençant par les derniers 
tenues et connaissant , par exemple , la valeur de N (u", <z"), on en dé- 
duit N(»,o') = N{ù>'',a')-4N(^,a); l’expression N (^, «') dési- 
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gaant combien il y a de nombres premiers depuis a" jusqu’à a! in- 
clusivement, ou ce nombre augmenté d’une unité, si o" n’est pas 
premier. 

( 4 a 6 ) Pour donner une application de ces formules, cherchons 
la valeur de T , c’est-à-dire, le nombre de termes de la pro- 
gression 1,3, 5 . ... 1201 , qui ne sont divisibles par aucun des 
nombres premiers 3 , 5,7, 1 1 , i 3 . 

Je trouve d’abord que de i 3 à laSi il y a 199 nombres premiers, 
ce ([ui donne N(i 3 , i 25 i)= 199; je divise ensuite laSi par les 
nombres premiers 17, 19 , a 3 , 29, 3 i , compris de i 3 à ; les 

quotients impairs qui en résultent sont 78,65, 53 , 43 , 39. Or à l’aide 
de la Table on trouve IN(3i,39)=2,N(a9,43) = a-t-N(39,43)=5, 
N(a 3 , 53)=5 + N( 43 , 53 )= 8 , N(kj, G 5 )= 8 N (M, 65 )= 1 1 , 
N ( 1 7 , 78) = I i-H N (<^ , 73) = 1 5 . La somme de ces nombres est 4 1 ; 

donc T )=i99-f-4i = 24o. 

I>a formule d’approiimation (a') donne dans le même c*as 

T = 626 X 0 , 3836 = a 4 o. Mais le résultat n’en est pas totijours 

aussi exact; par exemple, cette même formule donnerait 

T = io 638 X 0,28344= 3 oi 5 , tandis que la vraie valeur de 
cette quantité est 2987. 

(427) La quantité T , ou en général P^-) i relative à une pro- 
gression quelconque A — C,2A — G... «A — C,et en supposant 
des diviseurs premiers quelconques 9 ,X, j*. . peut se ramener 
à d’autres quantités de la même espèce, dans lesquelles la série des 
diviseurs serait moins étendue. 

En effet la valeur de P^^) donnée par la formule (b'), est. . 

» yE ^ y reniarque d’abord 

une suite de termes qui ne contiennent pas u , et dont la somme peut 
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être représentée par P ce qui suppose que la suite des diviseurs 
9 , > , [t , etc. a pour dernier terme <|;. Les autres ternies contenant «> 
sont en général — — etc. Considérons un 

de ces termes quelconques E j comme le nombre a doit rendre 

.A a 4 - C divisible par uA, si l’on fait a = A'ci>4-6, 6 étant positif et 
plus petit queoj, le terme E^^^j deviendra E^ ” 

Soit encore n 4- e=n'ca 4- y, y étant positif et < u, on aura. . 
E j = E ^ + e|^— Q uant au nombre k, pour 

voir ce qu’il signifie, il faut substituer la valeur a = X'ü>4-6 dans la 
(piantité Aa 4- C, ce qui donnera ^ ^ ^ ^ ^ De là on voitque 

A6 4- C doit être divisible par o, et qu’aiiisi 6 est ce qu’on a déjà 
appelé u”; faisant donc e = u% puis la quantité X devra 

satisfaire à l’équation = de sorte qu’on aura encore X= A*. 

Si on réunit maintenant tous les termes E I®® signes 

(|ui leur conviennent, la somme sera représentée par — ' 

P' étîuit le nombre de termes qui restent de la progression A — C, 

aA — C' . . .«'A — C', après en avoir retranché tous ceux qui sont 
divisibles par quelqu’un des nombres premiers 9, X, |^.. . .<1/. On 
aura donc enfin 


. ('■) 

furmule qui sert à déterminer la quantité P au moyen de deux 

autres quantités semblables dans lesquelles il y a un nombre premier 
de moins à considérer. 

1 .e nombre C étanten général différen t de C, la progression A — C', 
2 A — C', etc. est différente de la progression donnée; mais elles ont 
rime et l’autre la même raison A. C’est pourquoi nous avons dis- 
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tiiiguéparun accent la quantité F relative à cette nouvelle pro- 

gression. 

On voit d'ailleurs que C' se trouve immédiatement par la valeur 


Aw"-t-C 


, ainsi cpie n par la formule 


( 4 a 8 ) Les deux progressions dont nous venons de parler se ré- 
diii.sent à une seule lorsqu’on a A = a , C = i , ou lorsqu’il s’agit de 
la progression 1 , 3 , 5 . . .(an — i). Alors on a ù)°=7(u — i),C=i , 

n'=E^ '*'^ et la formule de réduction devient 

t(:)='''(Î)-'''( 5;') (d') 

\ 

Cette formule renferme une sorte d’algorithme qui peut avoir des 
applications utiles. 1 : 1 

Supposons y par exemple , qu’au moyen de la Table des nombres 
premiers de i à 100 seulement, on veuille savoir combien il y a de 
nombres premiers de i à looo. Ixi nombre premier immédiatement 

plus petit que \/ 1 000 est 3 1 ; ai nsi en chercliântïa valeur de 

où l’on considère comme diviseurs tous les nombres premiers de 3 
à 3 i , il suflira d’ajouter 1 1 au résultat, patxreque 3 i est le la' des 
nombres premiers. Or par la formule (d') on a 




) 


38> 


T( 

^5oo> 
s. 3i > 

= T| 

/5oo' 
\ 29> 

)-T( 

T( 

' 5oo\ 

= T( 

<’5oo'' 
^ a3 y 

)-t( 

T( 

l'Soo's 
^ a3 y 

= T| 


1— t(; 

T( 

' 5ooN 
^ >9 > 

=T| 

^5oo> 

k 17 

)-tç 

T( 

i'5oo> 
^ «7 > 

= T( 

r'SooN 

-T(: 

T( 

<500^ 
». i3 y 

= T| 

^5oo\ 

,_T(: 

T( 

''Soo'N 

=T( 

'5oa\ 

; — T(^ 


Digitized by Google 



.94 


THÉORIE DES NOMBRES. 


On ti'ouve ensuite par la Table de là ioo,T^^^=a, T^^ 0 = 3 , 

TO“7.T(||)=9,T(fg=.,,Tg) = .7,T(f)=».. 


1^ somme de ces nombres est 70; d’ailleurs par la formule (b') on 
a T^— ^ = 228; donc T ^^^=228 — 70= 1 58 , à quoi ajoutant 

1 1 , le résultat est 16g. Il y a en effet 169 nombres premiers de i 
à 1 000. 

C’est par de semblables procédés qu’on s’est assuré que de i à 
1000 000, il y a 78627 nombres premiers, résultat qui sert à con- 
firmer la formule du n“ 3 g 4 . 


(.429) Revenons à la formule générale (b'), et appelons t le plus 
petit nombre positif qui rend Ae -t- C divisible par ü ; au moyen du 
seul nombre i, on pourra transformer d’une manière commode les 


différents termes de la formule (b*). Soit, par exemple, 


un de ces termes où A doit être eu général un diviseur de O; ou 
pourra faire « = A z -4- 5 , i étant positif et < A. Alors A e -t- C devient 
A azh-AS- 4-C, et comme cette quantité divisible par iî, l’est à 
plus forte raison par A, il fandra^ qoe A ÿ -4- C soit divisible par A , 
ce qui donnera A*=J=« — Az. On aura donc ^ ' ’ .i- ’! • 




Faisant une semblable transformation pour chacun des termes dont 
la formule (b') est composée , on aura pour résultat général 


KD="("4-')-nG) (O. 

t 

n étant une fonction semblable à P, et dont la valeur générale est 

('')■ 

( 43 o) Cette valeur delà fonction n prouve qu’elle n’est autre chose 
(|iie la fonction P applkjuée à la shnple progression des nombres na- 
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turels e( qu’elle; désigne par conséqtïent le nombre 

des ternies (pii restent de cette progression après en avoir exclus 
tons les termes divisibles par quelcpi’uii des nombres premiers S, X, 
(t. . . 0 ). En effet, dans le cas où le terme général An — C se réduit 
à «, on a A= I , C=o, et Ta valeur de i qui rend A» + C divisible 
par n est simplement t=o, de sorte qu’alqrs P se change en n. 

La fonction n est nulle, ainsi que la fonction P, lorsque n = o. 


et lorsque n est négatif, on a générakment n = — n > 

car la progression i , a, 3. . .n fait partie de la suite plus générale 

— 3, — a, — r,o, i,a,3,4, etc. 

Suivant ce qu’on a déjà obsecvé n” 4*3 > »i l’on an=s:/ia-hm,eX 
<pi’on fasse i){x — i) (|x — i). . .(w— i), il en résultera 


P(iS^)=*„'+p(î).. (gi. 


Cette propriété aura donc tku aussi pour les ItmctionB Tl et T, qni 
sont des cas particuliers de la fonction P. 

I^a fonction P s’accorde avec la quantité Z^-^=.n.^ toutes 
les fois que n est un multiple de lî; dès-lors on voit que Z peut 
être regardée comme la valeur moyenne de P ; en sorte que 
P^^^ — Z est une quantité^! ne peut passer certaines limites, 
en plus ou en moins. 


La quantité augmente (xinstamment de^ à mesure que n 

augmente d’une unité; la fonction P n’augmente pas aussi régu- 
lièrement ; cependant lors(|ae n est devenue n + Cl, elles ont aug- 
menté l’une et l’autre de la même quantité Cl'. En générai comme le 
(« -4- 1 )"^ terme de la suite A — C, 2 A — C,etc. est (n-t- i) A — C, 

on voit (pje ^ ou = i , selon (|ue. . . . 

(ft + i) A— C est divisible on non divisible par un des facrtcurs de ïJ. 
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(43 1 ) Lorsqu’on considère la progression i , 3, 5. . .(a/i — i), la 
fonction P se cliange en T, et il faut faire i = j(ft — i). Soit donc 
(•(û — i) = o, et on aura 

T(=)=n(^”)-n0. 

De cette équation on déduit , en changeant le signe de n , 


Mais comme la progression i ,3, 5, 7 , etc. continuée dans le sens né- 
gatifi e.st — I , — 3 , — 5 , etc. , il est clair qu’on a T ^ 

Donc des deux éc(uations précédentes, on tire 

Si l’on fait dans celle-ci /i = e, il en résulte an mais 

puisque 20 - 4 - i =ii, il est clair qu’on a fj'; 

doncn(^) = ift', ce qui donne les deux formules 


"("-?)-«■ 

(h') 



en 

Récijiroquement de la seconde on déduit 


”C-)=T(=^-')*i«' 

(k') 


El cette valeur étant substituée dans la formule (c'), on aura l'ex- 
pression générale de P en fonction de T , laquelle sera 

>’G)=t("-^')-T(!^) (0 

D’où il suit qu’uneprogression quelconque A — C, aA — C. . ./?A — C, 
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contient autant de termes premiers à il , qu’il y en a dans un pareil 
nombre de termes consécutifs de la suite des nombres impairs pris, 
non depuis le commencement de la suite , mais depuis le terme^ . 

2 e — 20 + 1 jusqu’au terme 2 n 4 - 2 e — 2 « — i inclusivement. 

Cette propriété établit une relation très-remarquable entre une 
progression arithmétique quelconque et la simple progression des 
nombres impairs. Il faut en efTet , d’après le résultat qu’on vient 
d’obtenir, que ces deux progressions étant disjiostées, terme à terme, 
comme il suit : 

... — A — C, — C, A — C, 2 A — C...., «A — C, etc. 

. . .2* — 2o — 3,2! — 2<r — *,2l — 25-4- 1,2! — 25-4-3 — ,2! — 25-4-2AI — I,etC. 

deux termes corresjiondants quelconques soient touseleux divisibles 
ou tous deux non-divisibles par l’un des facteurs de il. Or c’est ce 
qu’il est facile de vérifier ind^endamment-dela théorie précédente; 
car deux termes correspondants quelconques étant représentés par 
nA — C el^»»-4-2n — ao — i, si on observe que A* -4- C est divi- 
sible par ü, et que 25 - 4 - i=il, ces ternies deviennent, en rejetant 
les multiples de ft, l’un A(n-t-!), l’autre 2 (n -t-i). Donc ils seront 
tous deux premiers à n, ou tous deux non premiers à n, selon qoe 
ra -4 - 1 sera premier ou non premier à il. 

Il résulte encore de cette propriété ou de l’équation (T), que si 
on ne fieut avoir plus de a termes consécutifs dans la suite i , 3 , 5, 

7 , 9 , etc. qui soient divisibles par quelqu’un des facteurs dett, il 
ne pourra non plus y avoir plus de « termes consécutifs dans une 
progression quelconque A — C, 2 A — C, etc., qui aient cbactin un 

diviseur commun avec il. Car si la quantité T augmente 

d’une unité lorsque n devient n-4-a, il faudra (jii’en même tcnqis 
, qui devient augmente aussi d’une unité. C’est ce 

qui s’accorde avec le théorème du n° 4 io- 

( 432 ) Ia;s fonctions n , T , P ont encore quelques autres relations 
asser, remarquables. D'abord , comme la progression i , 2 , 3. . . .an 
II. i3 
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relative à n ^ , est composée de la progression i,3,5. . .(art — i) 

relative à T et de la progression a, 4, 6. . .an , dont les termes 
divisés par a donnent i , a, 3. . .n , il est clair qu’on a en général 




• -(ni') 

On trouverait semblablement 




...(n) 

Et comme on a =n — ïl » si on 

équation donnera 

lait n — i, cette 

■’a)="(ï)-"G)=T«) 

...(p) 

Faisant /t= i dans la formule (T), on aura donc T ^ 


— Mais dans cette dernière équation t est à volonté, puis- 

qu’il ne reste plus de trace de la progression d’oùjs est tirée; donc 
on a , quel que soit n. 

■r(;)=T(’-=^)-T("-=-') 



Cette formule se déduirait aussi de la combinaison des équations (k') 
et (m’). 

(433) Proposons-nous maintenant de déterminer combien il y a 
de nombres premiers dans la progression 

A — C, a.A — C, 3A — C, n\ — C, 

où nous supposerons , comme ci-dessus , A et C premiers entre eux, 
et de plus A pair et C < A. 

Le nombre A restant le même, on peut prendre pour C celui qu’on 
voudra des nombres premiers à A et plus petits que A , et si on re- 
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présente la suite de ces valeurs par C, ,C., Cj. . . .C*, leur nombre 
/■ se trouvera, comme ou sait, par la formule 

X-=iA(.-l)(.-‘)(t-i)etc. 

«, 6 , Y) etc. étant les différents nombres premiers impairs (jui di- 
visent A. 

Ainsi on voit que la progression proposée fait partie d’un sys- 
tème de k progressions sendilables dont les termes généraux sont 
n A — C. , « .V — ^ C, , rt A — C, .... « A — C<i. 

Cela posé si on s’arrête à une valeur déterminée du nombre n 
(jue nous supposerons très-grand par rapporta .A, tous les nombies 
premiers moindres que «.“V, excepté ceux «jiii tliviseiit .V, seront 
compris dans ces diverses progressions , et notre objet est de prouver 
qu’ils sont réj>artis également entre elles, e’est-à-dire (|ue s’il y a P 
nombres premiers compris dans la progression dont le ternie gé- 
néral est /I A — Cp, et Q nombres premiers compris dans la pro- 
gression dont le terme général est «A — Cy, n étant le même fie 

part et d’autre, le rapport q deviendra aussi peu différentderunité 
qu’on voudra en donnant à n une valeur suffîsamment grande. 

(434) Soit 6 un nombre premier <l/(n A) et non-fliviseur de A, 
et soit 0 ' un nombre positif plus petit que 6 , tel que A 6 " - 4 - C soit 
divisible par 6 ; on a fait voir ci-dessus n" 4 ai , que le nombre des 
termes divisibles par ô , dans la progression qui a [>our ternie gé- 
néral «A — C, est exprimé par E 

Or * et 6 étant deux valeurs de 6 relatives à deux valeurs parti- 
culières de C, telles que C^, et C, , il est visible <pie les deux nom- 
bres désignés par , sont égaux ou ne peu- 

vent différer au plus que d’une unité. Donc le nombre des termes 
divisibles [lar 6 , dans la progression dont le terme général est 
«A — Cp, et un .semblable nombre dans la progression dont le 
terme général est «A — C^, seront égaux entre eux ou ne diflére- 

i 3 . 

f 
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ront ail phi» que d’une unité. Il en est de même de» termes non- 
divisibles par 6 dont le nombre ne peut varier ipie d’une unité au 
plus d’une progression à l’autre. 

(435) Soient 6 , X , . . . les dilTérents nombres premiers moindres 
(jue l/TÂ et non-diviseurs de A; soit le nombre des termes de 
la progression A — C,, a A — Cp...nA — Cp, qui restent après 
eu avoir retranché tous les termes divisibles par l’un des nombres 
premiers 6, X, |x. . . ; soit N, le nombre semblable qui se rapporte 
à la. progression A — C^, 2.4 — G,... «A — Cy/ en vertu du ré- 
sultat précédent, la différence entre N, et Ny ne pourra jamais 
être un nombre plus grand que celui des nombres premiers moin- 
dres que l/nÂ, et que nous représenterons par m= 9 (l/âÂ)- 

D'un autre côté, tous les nombres N,. N, N*, qui répondent 

aux k valeurs différentes de G, doivent composer les différents nom- 
bres premiers compris depuis t/nÂ jusqu’à w A, et leur somme est 
représentée par conséquent par la quantité M = ç(« A) — ç 
Ges deux conditions ne peuvent être remplies à moins qu’on n’ait 
en général 

^ étant une quantité constante pour toutes les valeurs de p depuis 

I jusfju’à k, et Xp une partie variable positive ou négative, qui ne 
peut jamais surpasser m et dont la somme pour toutes les valeurs 
de P est nulle. 

(43(>) Mais à mesure que n augmente , le nombre m devient de 
plus en plus petit par rapport à M et même par rapport à j (i), 


(i) t.eue proposition assez évidente par elle-même, se vérifie aisément par la 

n A 


loi donnée Vlll; on a en effet suivant oette loi M- 


log.(nA) — c ’ 


(n .A) , M . / A , log- (a A) — a c . , . 

'«= ,-i ; donc P (/lA). i - -■ » — TT , quantité qui de- 

7log.(nA) — c m • \ j log.(itA ) — c ’ ^ 

vient aussi grande qu’on voudra , en augmentant progressivement le nombre n. 


% 


Digilized by Google 


QUATRIÈME PARTIE. loi 

d'où ü sait que le rapport des doux nombres désignés par N;, et 
N, , doit être censé égal à l'unité lorsque n est devenu très-grand, 
et qu'ainsi les M nombres premiers compris depuis jusqu'à 
«A, se partagent également entre nos k progressions. Une sem- 
blable égalité a lieu dans la répartition des nombres premiers rom- 

pris depuis ah. jusqu’à t/n A et ainsi de suite. D’ailleurs à mesure 
qn’on descend des limites supérieuq^ aux inférieures, les nombres 
analogues à M diminuent d’une manière rapide et la |jetite inégalité 
tpi’il ])ourrait y avoir dans leur partage entre les k progressions 
serait sans influence sensible sur le partage résultant delà première 
valeur »le M. Nous pouvons donc tirer de toutes ces considérations 
le théorème suivant. 

« I,a série des nombres premiers (excepté ceux qui divisent le 
« nombre A) se partage également entre les k dilférentes progres- 
a sions formées d’après les termes généraux nh — C,, «A — G,, 
a nh — Cj. . ,rt A — C4 ,de manière que si 9(« A) représente le nom- 
a bre total des nombres premiers depuis 1 jiisqu7i la limite n A, 
a chacune de ces progressions continuée jusfju’au nombre de termes 
a a, contiendra à très-peu près autant de nombres premiers qu'il 

« y a d’unités dans la quantité *9(7t,A). » 

Nous savons par le § VIII quelle est la valeur approchée de 
9 (n A); il en résulte que la formule 

I n A 

ï log. («A) — I . o8366 

fera connaître avec une exactitude suffisante combien il y a de nom- 
bres premiers dans la progression A — C, 2 A — C, 3 — C . . . n A— C. 

Par exemple, dans la progression 5y, 119, 179. . .etc., dont le 
terme général est Gon — 1 , le nombre k , déduit des facteurs sim- 
ples 2,3, 5, du nombre 6o,est3 o(i — j) (i — (•)= 16, ce qui donne 

(6on)*-— 1 o8366 ' dans les looooo premiers termes de 
cette progression on devra trouver à très-peu près 26820 nombres 
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bres premiers, c’est-à-dire un peu plus que Je quart de tous les 

ternies. 

(4^7) Il est niaintenant facile de déterminer combien un diviseur 
quadratique donné \=py + ^qyz + rz’ de la formule t' + au', 
contient de nombres premiers moindres qu'une limite donnée N. 

Soit pour cet effet 9 (N) le nombre total des nombres premiers 
plus |ietits que N,7 9(N) expfimera œlui des diviseurs premiers 
de la formule t' + au'. Supposons (|ue les diviseurs quadrati- 
ques de cette formule soient partagés en k groufies comprenant 
chacun un égal nombre de formes linéaires x a. , ou -1 a x + <x , 
comme on l'a vu dans les art. 207 et ao8, dont les résultats se 
vérifient immédiatement dans les Tables IV', V^, \'I et VTI ; chaque 
groiqx* devra contenir par conséquent autant de nombres premiers 

qu’il y a d'unités dans la quantité ^9 (N). Soit ensuite le nom- 
bre de diviseurs quadratiques coinpri.s dans le groupe dont A fait 
[lartie, en ayant soin de compter pour 7 seulement chaque diviseur 
qui serait bifide , c’est-à-dire qui appartiendrait à l’un des trois cas 

y— O, rz=.‘iq, p=r; alors ^j^9(N) sera le nombre cherché de 
nombres premiers moindres que N, compris dans le diviseur A, 
s’il n’est pas bifide, et la moitié .seulement, .siivoir si 

le diviseur A est bifide. 

O résultat est fondé d’une part, sur ce que les diverses for- 
mes Ltax + a ou 2nx+ a, correspondantes à chaque grou|)e de 
diviseurs «piadratiques, représentent des progressions arithméti- 
<)ues entre lesquelles se partagent également tous les nombres pre- 
miers diviseurs de /’ + nu’ et dont le nombre total est t9(N) ; 

D'autre part, sur ce que, si l'on forme deux séries d’après les 


(i) Ce nombre .<era le même d.ins tous les gniiipcs, qui composent tous les 
tliviseurs quadratiques d'une même formule t’ +au‘ , comme on peut le voir 
ilans les Tables citées. 
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termes généraux ^-=pyt + ^qyh+ rh‘, \'—p'y‘+ iq yh-\- r' h\ 

A et a' étant deux diviseurs quadratiques affectés à un même groupe 
et dans lesquels on donne à h une même valeur constante , tandis 
<jue^ prend successivement les valeurs o, i , 2,3, 4i etc. , les deux 
séries ainsi formées ont la propriété commune avec les progressions 
arithmétiques que les termes divisibles par un même nombre pre- 
mier 8, se succèdent à un intervalle de 6 termes; d’où l’on peut 
inférer . qu’elles doivent œiitenir une égale jjortion des nombres 
premiers qui divisent la formule V + au' , égalité qui sera tl’aiitant 
plus exacte que la limite N sera plus grande. 

1438) Considérons, par exemple, dans la Table IV, la formule 
et son diviseur quadratique ^=■ ay + ay i 35z*; ce 

diviseur fait partie d’un groupe eom|)osé de deux diviseurs bifides, 
et le nombre des groupes est 4 ; on a donc k=h, et i ^ 

ce qui donne le nombre cherché æ= 7 ^ç(N). Ainsi en faisant la 
limite N= looooo, on aura par la formule connue 9 (N) = 9388 
et 7^9 (N) = 599 ; c’est-à-dire qu’il doit y avoir 399 nombre.s 
premiers moindres que 100000 compris dans le diviseur quadra- 
tique a_y* + ayz + 35z*. 

Considérons encore dans la Table VI la formule io6«‘ et 
son diviseur quadratique A= 22 j' -h 4 / 2 -t- 5z’; ce diviseur joint 
au diviseur bifide 2 )'' -t- 53z’ forme l’un des deux groiijics qui com- 
prennent tous les diviseurs quadratiques de t* -t- ioHm’. On a doiii- 
X = 2 et (A = I V, ce qui donne x= j 9 (N). 

Enfin pour appliquer les mêmes formules aux diviseurs compris 
dans la Table V,ü faut réduire les diviseurs quadratiques à coef- 
ficients impairs en diviseurs delà forme ordinaire py’ - 1 - zqyz + rz‘, 
comme on l’a indiqué n' 224- Prenons pour exemple la formule 
t‘ ■+■ 83m’ qui a les deux diviseurs quadratiques y“ +yz -t- 21 z’,' 
3/’ + yz + y z' , formant un seul groupe ; le premier se transforme 
en deux diviseurs 83 z*, 4 /* + 2 /z-t - 21 z', le second se trans- 
forme en trois autres, savoir : 
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IT + *2Z* 

5 r‘ -H a_yz + aflTz’ 

9/* + 8 yz + 1 1 z'. 

Donc si l'on veut savoir combien il y a de nombres premiers moin> 
dres que N comprisdans cliacun de ces cinq diviseurs quBdratk[ues, 
oTi fera A~ i , (i= 4 t, parce que sur les cinq dhiseurs il y m a 
lin bifide , ce qui donnera *=-|<I>(N) pour chacun des quatre divi- 
kurs entiers ou non bifides et a pour le di^•iBeu^ bifide 

y’ -k- H;1z‘. 
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§ XII. Méthodes pour compléter la résolution en nombres entiers 
des éfjuations indéterminées du second degré. 


(4^) ]N ous avons donné dans la première partie les méthodes 
nécessaires |>our résoudre en nond)res entiers les écjuations indéter- 
minées du second degré, qui sontde la formert_ 7 ^ bj-z+cz' = H; 

c’est enefïèt à cette forme «pie peut être réduite toute équation pro- 
posée du second degré; mais il reste une condition à remplir lorsque 
l’équation dont il s’agit contient des termes du premier degré. 

Soit en général a y + byz + cz' dy +fz -\-g=.o l’équation 
proposée; pour faire disparaître les termes où les indéterminées 

sont au premier degré, je fais_^ 
formée 


€ «ÿ • I 

, z = — ^ , et J ai la trans- 


o = aj‘-f- by Z + cz’ aaaj-4- ac€z' -yda.% 

b €jé -H b a z b oL^ - 4 - 0 

. -K d^y+ yez'-j-cê* 4-g’fl* 

Siip]>osant donc afla-t-Ae-H</0 = o, ace + 6a-t-y’9 = o,on aura 
\ = V b-S,ac ' d OU Ion voit que si dans 1 équation 
proposée on fait immédiatement 
y' -\-zcd — fb 

Z-. 


bb — ^ac 


z' + -zaf — db 

bb — 4ac 


la transformée sera 

ay'-ybyz+cz'‘=- — {a/‘ — bd/y-cd^){hb — f^ac) — g{bb — ^ac)‘. 

Je remarque maintenant qu’on peut supposer que les coefficients a, 
b , c des termes du second degré dans l’équation proposée , n’ont 
Il i4 
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pas de diviseur commun ; car s’ils avaient un commun diviseur u , 
il faudrait que dy +fz -f- g fut aussi divisible par u ; or cette con- 
dition est facile à remplir , en introduisant une indéterminée nou- 
velle à la place de ou de 2 , et alors toute l'équation devient di- 
visible |>ar u>. 

Jeremarqueaussi qu’on peut faire abstraction du casoh AA — 4«c 
est une quantité négative, parce qu’alors le nombre des solutions 
de la transformée étant toujours limité, le procédé le plus simple 
est de substituer successivement les valeurs trouvées dej* et z dans 

les formules.) , z==- 

swt celles qui donnent pour .y et ? des np^nbres entiers, 

On |)eut se dispenser encore de discuter le ras où A’-— 4 oc, 
quoique positif, serait égal à un carré , parce qu’alors la trauaiorstée 
n’a euccre qu’un nombre de solutions limité (u° 70). H ne reste donc 
àenwinerque le cas qù A A -n- 4 a c est uo nombre positif noiMarré, 

(44o) Alors la transformée, si ejlç e»t résoluble, aura toqjpurs 
une infinité de solutions renfermées dans un ou plusieurs systèmes, 
et chaque système pourra être représenté par les formules 

=y F -+- JG 

2' = eF-t-!;G 

[9 -f- ij\/ (AA — 4fl c)]"= F -h GV/(AA — 4oc). 

Pour éviter la considération des cas particuliers, nous supposerons 
que «les formules sont préparées de manière que le^ nombre* y, ^ , 
e , ü , 9 , sont des entiers , et que l’ai;pQ*a?)t » est uu nombre à vo- 
lonté. Quelquefois la solution immédiate donnera , pour «æs coeflî- 
cients , des nombres affectés de la fraction il )M>Ufra arriver aussi 
que l’exposant n soit d’une forme désignée paire ou imjiaire. Mais 
dans tous les cas, il est facile de réduire les formules à la forme 
que nous supj>oson5, où tpu& les npqtbreasont entiers et l'e^qrasant 
n à volonté ; il faut de plus se rappeler qu’on aura toujours .... 

— — 4«e)=. I. 

Cela |>osé, il s’agit de trouver en gàténd la valeur de it teBe que 
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^ bb—^^ac 

üoietu de6 entiers. Or nn a 


s 


«F. + ^Q-hg 

bb — ^ac 


Fœ<p" H -+- etc. 

+ — (6/.— 4flc) + etc. 

Ainsi en substituant ces valeurs de F et G , on voit que la question se 
réduit à déternwner «deniunière quelesquantités ^ ^±f, 
®®‘**^* entiers. Pour cela, nous distinguerons 

deux CM) selon que n est pair ou impair. 

Soit 1* n=a TO, l’équation ç’ — ^‘(à ‘ — ^ac) = r ,, donne ^ en né- 
gligeant les multiples de b‘ — 4®o> ç”= i; on peut donc, au lieu 
de « et 6, mettre «ç" et 69", et alors supprimant le facteur 9"“' 
qui ne peut avoir aucun diviseur commun avec b’ — ^ac, on trouve 
que la détermination de m ne dépend plus que des équaitions du 
premier degré 

(a-HY)?-4-a ji|)/n (€-<- e) 9 -t- aj|i|)TO 




bb-^^ac 


lesquelles doivent s’accorder entre elles, pour que l’équation pro- 
posée soit résoluble en nombres entiers. 

Soit a*n=aw-4- i,alors, eu négligeant les multiples de — ^ac, 
on aura encore a = «9'* et 6=69’", et la détermination de m dé- 
pendra des équations dn premier degré 

Y9-t-a-H(am-t-iU'li ^ «$+6.-h (a,w-H) j;i|) 

hb — "" * bb — ^ac * 

lesquelles doivent encore s’accorder entre elfes. 

Donc dans tous les cas on trouvera les valeurs convenables de 
l'exposant n par la simple résolution d’une équation indéterminée 
dn prcfmier degré, et la valeur de n qni résultera de cette solution 

i4 
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étant en général de la forme v + {bb — où k est une indé- 
terminée, il s’ensuit qu’on aura une infinité de valeurs de n qui 
satisferont à la question, de sorte qu’on aura aussi une infinité de 
solutions de l’équation proposée en nombres entiers. On doit d’ail- 
leurs observer que les nombres F et (j peuvent être pris chacun avec 
le signe qu’on voudra, ce qui donnera quatre combinaisons à exa- 
miner séparément, et d’où pourront résulter différentes solutions. 

(44 1 ) Suit proposé maintenant , pour compléter cette théorie , de 
résoudre la question suivante : 

Les nombres F et O étant donnés par la formule (9 -t- <jil/ A)" 
= F-+-(il/A, dans latpielle [exposant n est indéterminé , et où 
l'on « ip‘ — 1{/* A = I , trouver toutes les valeurs de n telles (pie la 
(juantité >. F -H (jl C -h v soit divisible par un nombre premier u (pu 
ne divise pas A 

Voi<-i une méthode qui a été indi(|uée pour cet objet par Lagrange 
(M ém. de Berlin, 171*7.} 

.le suppose d’abord (ju’on connaisse une valeur de l’exposant a 
qui satisfait à la question; soit cette valeur p, il faudra qu’en fai- 

■sant (9 V/ A)' A , la quantité soit un en- 
tier. Je cherche ensuite un exposant q, tel qu’en faisant 

(ç 4- \y =:f' ■+ \ , le nombre ^ soit divisible par u. 11 est 

certain que cet exposant existe, puisqu’on peut toujours satisfaire 
à réquation*’ — A u’j’ = i. Cet exposant étant trouvé, on peut su|>- 
po.seren même temps <jue/' — 1 soit divisible j>aru; si cela n’était pas, 
011 doublerait l’exjiosant 7; et faisant (ç -+- i}il/A)’’ ' g'\/ A)‘ 

=/■-«- ^'l/A, 011 aurait + A^’= i -H a Ag-’’, eX g = g , 

de sorte qney" — 1 et g" seraietit à-la-fois divisibles par u. Donc en 
faisant les préparations convenables, on trouvera toujours un expo- 
sant q, tel <|u’en faisant (9 + i{'l/A)*=y”-t-g‘l/A, les nombres 
/' — I et g soient l’un et l’antre divisibles par w. 

Jedisniaintenant<jii’en prenatit/t=7X-»-/*, la quantité proposée 
X F -t- [if» -t- •' sera divisible paru, <|uel que soit l’entier x. Car soit 
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(y’ + g^l/A)' = F4- G'i/A, on aura F + Gl/'A = (/ + g^l/A) 
(F'+G'l/A), d’où l’on tire F=yF' + gAG\G=J'G'+ gF' , et 
> F (iG+ v = (x/+ (tg')F'+(>g'A + |A/)G'-t- V. Mais les valeurs 

développées de F' et G' étant F'=/'''+ ^ ‘ f'~'g' A + etc., 

G' = nf‘~' g + etc. , si on néglige les multiples deu, on auraG =o, 
et F'=f‘— i ; doue en négligeant les mêmes multiples, la quantité 
\F-t-(xG+vse réduit à \f-k- ^g+t, donc elle est divisible (>aiu 
Puisque toutes les valeurs de n compirises dans la formule. . . 
nz=(jx+p satisfont à la question, il y aura toujours une de ces 
valeurs qui sera moindre que de sorte qu’on pourra toujours 
supposer p <C.q- Donc pour avoir l’exposant p qui donne la pre- 
mière solution, il faut élever ç -t- j/l/.A. à ses puissances successives 
O, 1,2, 3 . ..9 — i,et essayer , pour chaque puissance représentée 
par f + g\/^ A,û la quantité 11 v est divisible paru. On peut 
aussi former directement la suite des quantités \f+ \>.g, en obser- 
vant que cette suite est récurrente, et qu’elle a pour échelle de re- 
lation 2ip, — I ; d’où il suit qu’au moyen des deux premiers termes 
connus X, Xç -1- on formera aisément tous les autres. Ces calculs 
sont d’autant plus faciles, qu’on peut rejeter les multiples de w, à 
mesure qu’ils se présentent, et si le problème est possible, il faudra 
que dans les q premiers termes de la suite dont il s’agit, on trouve 
une ou plusieurs fois xy -t- gg- -H v = o. 


(.442) Connaissant l’exposant le plus petit /?qui rend X/-»- [ig'-t- v 
divisible par un nombre premier u, voici la méthode qu’on peut 
suivre jiour trouver a priori une valeur de « , telle ijue X F [t G -f- v 
soit divisible par une puissance donnée u. 

Nous observerons d’abord qu’on [éut résoudre généralement l'équa- 


tion 


L-nMj-t- Nm-h Pm* -t-etc. 

(U* 


= e, dans laquelle Let .M sont 


des nombres donnés, et N, P, Q, etc. des fonctions quelconques 
entières de x. Pour cela , il faudra déterminer x de manière que 

L+Mx* / f , • % • 

— - — soit un entier; ayant trouve + wx , si on substitue 


Digitized by Google 



1 lO 


THÉORIE E>BS KOAIBKËS. 


cette valeur dana l’équation proposée ^ elle deviendra de fe forme 

1^— t 


: e semblable à la proposée , 


mais dont le dénominateur est d’un degré moindre d’une unité. On 
aura donc, par nne suite de procédés semblables, x=l+ ax , 

zf = [ + «x", X =r 4-«x", etc.; d’on l’on conclura 

jr=ï7 ■+■ l' <•-¥■ l~ vf + etc. jusqu’à an terme de la fbrmew"x<*’ 

dans lequel sera une nouvelle indéterminée. 

Cela posé, si l’on veut, par exemple, déterminer la valcnr de n 
telle que la quantité xF -t-|xG -f-v soit divisible par u’, on fba, 
comme ci-dessus, n=:qx +p, et toutes cfaoacs étant d’ailleurs les 
mêmes, faisant de plus \/+ + on aura 

xF -»-|i.G -t- v=x’F -f-is'G'-t- V. Ifens cette quantité, qui est déjà di- 
visible par U, quel que soit x, il faudra substituer, au lieu de F' et 
G' leurs valeurs développées , en omettant la troisième puissance et 
les paissances supérieures de g ; ces valeurs sont : 


+ G'=xr—g>. 


On distinguera ensuite deux cas, selon que x est pair on impair. 

X 

1 ° Si a; est pair , on poiurra, à la place de» , mettre » {f‘ — A) • , 
et développer cette quantité, en omettant les termes qui contiennent 
g’’ et les puissances supérieures de g*. Par ces substitutions, l'équa- 

tion proposée =e deviendra 


ûl 

Or y” n'étant {>as divisible par w, puisque y — i l’est, on peut sup- 
primer du numérateur le facteur commun y*“*, ce qui fait dispa- 
raître la variable en exposant ; si de plus on faitg’'= «/i',X'-t-» = u L, 
l’équation à résoudre deviendra 
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Et celle-ci pouvant se traiter par la méthode précédente, on aura 
le résultat de la forme x=l + l'a 4 - w’x", où il faudra prendre l’in- 
déterminée x" de manière que x soit pair. 

X— l 

a*Sixe9timpajr,ilfaudra,àlaplacedev,mettrev(/'*— g^'A) * , 
et d'ailleurs le calcul sera entièrement semblable à celui du pre- 
mier cas. 

On voit maintenantle procédé à suivre , pour faire en sorte qu'une 
quantité de la forme X F + «soit divisible par un nombre quel- 
conque P. Ayant décomposé P en ses facteurs premiers, soit u’ un 
de ces facteurs, on cherchera les valeurs de n, telles que la quantité 
proposée soit divisible par u*, et ainsi successivement par rapport 
à chacun des autres facteurs. On aura différentes valeurs particu- 
lières de n qu’il faudra combiner ensemble, afin d’avoir une valeur 
générale qui satisfasse à toutes les conditions, et le problème ne 
sera résoluble qu’autant que toutes ces conditions pourront être 
remplies. 

( 443 ) Nous remarquerons que la valeur de (j dont on a besoin 
dans la solution précédente (n° 43 i)* peut être donnée directement 
par le théorème suivant. 

« Si l’on a 9* — Ai|i*= i , et qu’on cherche un exposant q, tel que 
* (? + 'H/A)’ — I soit divisible par un nombre premier » non-di- 

« viseur de A I, je dis qu’on peut faire ^=io — 1 si l’on a 1, 

n ou y = M 4- I si l’on a = — i. 

En effet on trouvera , comme au n° lao, que la quantité. . . . 
(ç4-iH/A)** — (9 4 -<H/A), divisée par u, laisse le même reste 

qu’une quantité semblable (9 — A- 4- >}> 1/ A)“ — (9 — A 4-<H/A), dans 
laquelle k est un entier quelconque. Soit ^=9, on aura ainsi, en 
omettant les multiples 'de u , 

(9 4- ^ 1 /A)“ - (9 4- + 1 / A) = («H/ A)“ — <H/A , 
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et le second membre, à cause de , devient (A ’ — i) 
ou |v/a[(^)— i]. 

Soit t" ^^^=1 , on aura (ç + i|.l/A)“ — (9 + ijil/A) = o; donc 

(ç + ij<l/A)“ ' — I est divisible par », donc on peut fairey=<ü — i. 
Soit 2" = — I, on aura (9 + (lil/A)“=9 — donc 

(9 i|iV/'A)“'^ ' =t’ — A']/’ = I , donc on peut faire (/ = » + i. 
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h'*' 


§ K I II. De l’ét/uation a y’=i: b z^ 


(444) OuppusoNs qu'une solution de cette équation soit donn^ 
par les valeurs •c=y, X—g> si conservant la valeur z =4 

on fait x~J b>,y=g — /tu, on aura j>ar la substitution , , 


O 3_^u + u* 

— a/t(3g'* — 3 g' rt U -♦-«■»*); ■ 

Soit /' — ag‘n = o, ou « = ré(|uation restante donnera 


’ an ' — I /’ — ag‘ ’ 


donc 


_ /* -H i afg' g(a/»4-a^>») 

/’ — P—°g' 


Ainsi on satisfera à l’équation proposée au moyen des nouvelles 
valeurs 


x= f{P + •iag')=f 
J=~g{^r + »g') = g 


Cette seconde solution en donnera une troisième exprimée par les 
formules 

x= j\r -V ‘xcv^^):^r 
r = -g’' ( 2/'* + «g ’) =g" 

et ainsi à l'intini. « 

Si les nombres f,g, h, qui donnent la première solution sont 
considérés comme du premier ordre, les nombres f ,g , /«', qui 
II. * i5 
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composent la deuxième solution seront du (juntriènic ordre, les 
nombres f", g , h", qui composent la troisième solution seront du 
seizième ordre; c’est-à-dire en d’antres termes, que le nombre de 
chiffres d’une solution sera environ (juadruple du nombre «le chif- 
fres de la solution précédente. 

A partir d’une solution telle que la troisième, par exemple , on 
|»eut suivre l’ordre ascendant pour avoir les solutions quatrième, 
cinquième , sixième, etc. ; ce qui sc fera par les formules précéden- 
tes; maison peut aussi suivre l’ordre inverse pour avoir la deuxième 
puis la première solution; ce qui ne peut se (aire qv.c par de nou- 
velles formules que nous allons rechercher. 

(445) Il s'agit en général de déduire os, y, z, des quantités don- 
nées x',y ,z', au moyen des équations 

ar'= x[x‘+ïay') 

y = — 7(2or‘ -t- «y) 
z'= z{af — «y)- 


Pour cela soity=/«x', z=nx , ensuite y=px, z = i/x, on aura 


x= x*{i+‘ 2 ap') 

y=— .r‘/?(2-+-«y) 

*'= x*tj[{i —ap') 


I -I- lap^ 

n ÿ(i— 

I -(- a <!/) * ’ 


l'équation' pour déterminer y» sera donc 

ap* + 2amp' + -xp + ni=o, 

équation qui est susceptible d'une solution assez sim|>le. En eltét, 
si on la met sous le forme 

(/?’ -H mp -1- x)’ — ( -t- v)* =o , 

on aura pour déterminer (x, v, les é<[uations 

m* -I- ax — |i* = o, d’où résulte |x’ = aX-t-m’ 

mx — iiv = - v’=x 

‘a a 

V— (^’- ^) ( 25 ^ + '"■)• 
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> = — ~~ > psr conséquent 


X 





i 

aa‘ 


. X étant connu on a immédiatement 


(i = l/( 2 X -t- m'), et v = Ensuite on a pour déterminer 

P les deux équations du second degré 

■ • I !• 

+ (w + fi)/> + X + »=o 

/ . i-i*'. , -'x ^ \\ - 

p'-\-{ni — (a)/^ + X — v=o, 


d’où résultent ces quatre valeurs 


^ = — i(/n + (/« + [»)•— X— y] . 

— T ("< — (^) ± »/[ 7 (/« — (/.)■— X + y] ; 

P étant connu on aura q par 
ensuite x par l’équation 

^ x' x'(^ + îm) 

I -\-iap^ 3 P ’ I 

ce qui fera connaître yz=px et z—qx. 

Au reste il n’est pas besoin de connaître x qui pourrait être irra- 
tionnel ou même imaginaire, car à la place des trois valeurs x,px, 
il est visible qu’on |>eut prendre i ,p, q, comme si on faisait 
*= I. Ainsi tout se réduit à trouver la valeur de p par l’équation 

a P* -y- ^amp' -J- ^p -t- m=o, 

valeur cpii , si elle n’est pas rationnelle , ne donnera pas de solution. 

(44b) Supposons <|u’on satisfasse à cette équation par la valeur 
p = /i, d’où résulte 


réfjuationy- 


n(i-t-a a/>’) 


• ap^ 


JLL. 


p + m'* 


et 


les équations précédentes entreX,n,y, doivent se combiner avec 
l’équation/»' -t-(/7i-t-[t)/>-t-x-f-y=o qui étant satislaite par la valeur 

i5. 
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Ii6 

p=.k , donne 


donc 


> y = — k' — (m-4- 

2X=(i’ — m', 

2v=/«’ — imk — aX’ — 3 (aX — (i*. 

Multipliant |)ar |i et mettant au lieu de |iv sa valeur m \ — ^ ou 
— m') — on aura 

m((t* — nV) — — [t^ — aX|i’ + (/n’ — awiX — aX’)|x 

ou 

+ (aX + + (aX’ aXm — w’)(i — 

équation qui détermine immédiatement |i, et qui devient homogène 
entreg ,/netX, en substituant au lieu de ^ sa valeur — a 
on |jeut en effet l’écrire ainsi 

o = (aX + m)jji’ (aX + -t-(aX + w«)(aX’ + aX/« — m’)(i 

+ aX’(X + zm) — m'{zk + m). 

Cette équation e$t très -remarquable en ce qu’on y satisfait par la 
valeur (*3=1 -t-ax), tandis que \ est déterminé par la formule 

= ^ sTr+LO - t' 0 »verait 

aisément que l’équation en |a a une racine réelle et deux imaginai- 
res; ainsi on voit que la ræine réelle est flonnée par la formule 
1/ (m' + ax), c’est-à-dire par un radical carré imposé sur une quan- 
tiu' composée de la partie rationnelle m' et de la jwrtie aX qui re- 
présenteim radical'Cnbique. Cette formelle la racine d’une équation 
du troisième degré n’est pas semblable à celle que donne la formule 
de Cardan, puisque celle-ci est composée d’un terme rationnel joint 
à deux radicaux cubes imposés sur des quantités de la forme A + |/B, 
A — l/B. 

( 447 ) C^^^t^hpns a ypriot'X les équations du troisième degré qui 
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se résoudraient comme l’équation en [k Considérons pour cet effet 
l'équation 

a^ + Ax'-»-Ba;-+-C = o, 

et supposons x’=M +jr, on aura a’(j'+M + R)= — Aj — AM — C, 
et en élevant chaque membre au carré 

(_y + -H aj(M + B) -H (M + B)‘] — (Ay + A M C)’=o, 

ou en développant 

y + ^ (M + B)y' + (M + B)’ y-t- M (M -4- B)'=o 
+ M + 2 M (M + B) — (A M -+ C)' 

— A' — 2A(AM-+-C). 

Maintenant si l’on veut que dans celle-ci les termes affectés de r’ 
et J disparaissent, il faudra satisfaire aux deux conditions 

A‘ = 3 M-t- 2B 
2AC = B- — 3 M\ 


L’équation de condition est par conséquent, en éliminant M, 

3 B* — GAC=(A’— 2B)’ 
ou 

A‘_4A>B-t-B--4-6AC=o; 

alors on aura M (A* — 2 B) , et l’équation pour déterminer^ sera 
y= ( A M + C)’ — M (M + B)’ = C- — M' = C- — Vt (A' — a B)'. 

Substituant au lieu de C sa valeur ^ , on aura 


27/ 


_ {A--»-B)V3B— A-) 
4A* 




6A 

A*-4-B» ./3B — A-' 




et par conséquent 

. .rA‘ — aB A*-f-B.J /3B— A'\l 

[—5- + -T- (-ÜF-) J • 
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Cette formule de solution est beaucoup plus simple que celle que 
donnerait la formule ordinaire de Cardan ; cependant on pense 
bien qu’elles ne doivent pas différer essentiellement l’une de l’autre, 
etqu’ainsi lapins composée peut être ramenéeà la plus simple. C’est 
ce que nous allons faire voir. 

f/l48) Si dans l'équation propo.sée x* + Ax’ + Bx + C= o, on 
fait on aura la transformée z’ -t-^z 4- 7 = 0, dans laquelle 

p=. — 3A'+ 9B et ry = 2 A’ — 9 AB 4- 27 c; substituant au lieu de 
C sa valeur en A et B, on a q = — / 2 — j; de la re- 

, . . , oA* — 36 A‘B— i8A*B*4-io8A*B>4-8iB» 

suite 4- irP'=- 


— t9 + 1/(7î’ — îV/’’)= 


3A< -6A'B— gB' 
4A 

2 A(A* — 3B) 

(A’ — 3 B)' 
a A 


Soit donc l/'[aA(A’ — 3B)] = t, on aura »A^ ~]~^ 

, t* 

par conséquent z—t + -^- 
Z étant connu , on aura 


de là 
on enfin 


■*=K-a+'-M). 


ce qui s’accorde avec la première formule qui est comme on voit 
l’expression le plus simple de x. 

(44g) Pour donner une application des formules précédentes con- 
sidérons l’équation x* 4-^= 7 z* , à laquelle on satisfait en donnant 
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aux indéterminées x,y,z, les valeurs 2, — i, i respectivement. 
De là on déduira la seconde solution 12, 1 5 , 9 , ou plus simplement, 
en supprimant le facteur commun, 4 > 5 , 3 . Celle-ci eif donnera 
semblablement une troisième 1265, — 1256 , i 83 , et ainsi à l’infini 
dans l'ordre ascendant. 

Pour continuer la même série dans l’ordre inverse, regardons 
comme donnée la solution 5 , , 4 , 3 , afin d’en déduire la première, 
par la méthode de l’art. 44^1 nous aurons a:^= 5 , y = 4> *’= 3 , 
ce qui donne /«=.i = o.8, n = \ =0.6, et l’équation pour déter- 
miner P sera 

, 8 , 4 

P'-^ 5/0 + + 5 = 0; 

d'où l'on déduit p= — 2 , 7 = ' ~ — i ; on a ainsi immé- 

diatement la solution i,p,(],OM I,- — 2, — i,ou a, — i , i , ce 
qui est en effet la première solution d’où l’on était parti. 

Ce même résultat se déduirait, mais avec moins de facilité, des 
formules générales où l’on emploie les auxiliaires i, [a, v , pour avoir 
la valeur de p. On aurait alors 




ou par approximation > = 0.9109768, (*.= 1.5690611, 

v= — 0. 1728540. Ensuite pour trouver p on aura les équations à 
résoudre 

p' H- 2.369061 1 p -k- 0.7381228 = 0 

p' — 0 . 76906 w p 1 . o 8383 o 8 = O. 

l..a seconde a ses racines imaginaires; la première donne les deux 
racines réelles p=z— 2.000000,/.» = — 0.3G9061 1 ; mais la valeur 
/)= — a que nous savons être exacte est la seule utile. C’est aussi 
ce qu’on trouverait sans le secours des décimales, en observant «pie 
dans le cas présent où m =| , on a [* = ^ -H ^ X — fî^‘ > et de plus 
X- 4 -v = a(A — •xj valeur qui, substituée dans la formule 
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p = — ^(/n + (a) + |x)’ — 7k — v], donne le» deux racine» 

;>= — 2,/»=|— iA=^— + ~X\ 

m 

(45o) On peut remarquer que les forinules de l’art. 444 aj)pliquces 
à l’équation x^ + y = A, donnent le moyen de trouver une iidinité 
de solutions de cette équation, quand on en connaît une seule; eu 
sorte que la somme de deux cubes donnés + ^ peut être trans- 
formée d’une infinité de manières en deux autres cubes; en effet, il 
résulte de ces formules qu’en prenant 

fl A/' + ^g') g{‘^/^ +g‘) 

~ /^-g' ’ A -g' ’ 

on aura A+ ^ g' • Bardes forinules semblables on obtiendra 

y" -+- g'=A'^ 4- g', et ainsi à l’infini. Done si on avait y ’-t- g'— h ' , 
cette solution de l’équation jc*+y -»-z* = o en fournirait une in- 
finité d’autres, mai» on sait que la chose est impossible. 

(46 1 ) Nous terminerons ce paragraphe par un théorème qui |>eut 
être utile dans diverses recherches d’analyse indéterminée. 

« Théorème. Si l’équation a;’ — px'-\-qx — ri=o ases trois racines 
<t rationnelles, la quantité A=p‘q' — 4</*+ iSpqr — — 27 /', 
« devra être un carré parfait. 

En effet soient », 6 , y, les racines rationnelles de l’équation pro- 
posée; si l’on cherche les valeurs des quantités r et x ainsi eomjio- 
sées ; 

= »’ ê 4- ê' Y -t- y' » 

3=»’ y 4- é’a 4- y‘ê , 

ces ({nanti tés dev ront être ('gaiemeut rationnelles, ür |)ar les formules 
connues on trouve yr 4 - i-—pq — ,yz=q' p'r — 6 />^r 4 - qr’; 
àone.{^y-i-~ zy ~ p‘ q‘ — 4^-4- — 4 p ' >' — le second mem- 

bre doit donc être on carré parfait. 

Aj)|x*lant ce second membre Q‘, on aura Q = ±(_y — z).. 
= ±(» — ê)(6 — y){y — «)i l’équation pircédente [loorra être 

mise sous la forme 
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4 + ay r)‘ + ajQ'. 

Donc en supposant les nombres p, tj, r, entiers, si on met p' — 3 c/ 
sous la forme 2'(2/n + i), il faudra que n soit pair et qu’en même 
temps 2/n + i soit de la forme + car si l’une de ces deux 
conditions n’avait pas lieu, le premier membre de l’f'quation ne 
pourrait pas se réduire à la forme P’ + 27 Q’, qui est celle du second 
membre. 

Enfin il résulte de ce même théorème que si l'écpiatioii 

.c’ — px' -4- r/x — r=o a ses trois racines rationnelles, l’expression 
de l’une de ces racine.s, «lonnée par le formule de Cardan, sera tou- 
jours de la forme 

.1 =4/4 -H 1>(A BI/- 4) -t- v>(A— IM/— ;) , 

4 

A et B étant rationnels ainsi (pie 1/ (A’ -t- 4 i^’)- 

Si on représente par — p -4- // V — /'=o , l’équation dont les 

racines , a, j>osllives ou négatives, sont supposées satisfaire à 
l’équation .r" z* = o, « étant un nombre premier ; on pourra 

exprimer le premier membre par une fonction de p ,q, r , laquelle 
étant égalée à zéro, sera la première équation du problème. Il 
faudra en outre que la fonction 

^{p‘ — 3 qy —{^p^ — ijp q -4- 27/-)-, 

laquelle est la même pour toutes les valeurs de//, soit de la forme 
27 Q*. 

Ces deux équations pourront, au moins dans des cas particuliers, 
fiiciliter la résolution de l’équation x" + z'=o, ou conduire 
à en démontrer l'impossibilité. On peut remarquer d’ailleurs 

I’ Que le coefficient p, égal à la somme x -i-y + z, est toujours 
un nombre pair divisible par //’, comme il sera démontré ci-après 
( partie VI) ; 

2* Que le coefficient q , égal à xy + yz + zx , est toujours un 
II. i6 


Digitized by Google 



122 THÉORIE DES NOMBRES. 

nombre impair, de signe contraire à p , lequel n'a aucun diviseur 

commun ni avec p ni avec r ; 

3' Que r est un nombre pair de signe contraire à p, et divi.sible 
par n' . 

On |)eut, dans tous les cas, faire i , et considérer alors c/ et r 
comme des quantités rationnelles qu’il faut déterminer par ces deux 
équations. 
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§ XIV. Méthode pour la résolution de l’équation 

y’ = a + l)x H- ex’ -4- (1 X* -f- e en. nombres rationnels. 


(45a) Ayant été conduits à traiter fort au long de la résolution 
des éfjuations indéterminées, nous devons faire mention d’une mé- 
thode indiquée par Fermât pour résoudre en nombres rationnels 
l’équation = n -f- A .r -t- ex' -4- dsd -t- c x* , dont le second membre 
est un polynôme rationnel où la variable ne passe pas le quatrième 
degré, ^’oici les cas principaux dans lesquels la ré.soliition est 
possible. 

1 “ Si le nombre a est égal à un carré positif,/’, les valeurs x=o, 
>■=/ donneront immédiatement une solution de l’équation pro- 
posée. Pour avoir une autre solution , on supposera a -t- hx -4- ex' 
- 4 - dsd -4- e.r'=(/-l-^x -4- Ax’)’, ce qui donnera , en développant 
et ordonnant, 

0 —/‘ -4- 0 .fg.v -4- 7.fhx’ -4- ZgllX^ -4- h'.T* 

— a b + ^ 

— c 

Or 011 a déjà f’=,a; si pour faire dis|)araître les deux lei-mes sui- 
vants, on fait i/g — A=o, a/A +g' — c=o, on en tirera les va- 
leurs des coefficients g- et A, lesquelles seront A — - ■ 

Alors l’équation étant réduite aux seuls termes qui contiennent 
etx*, ilen résultera une valeur rationnelle de x, savoir,x= 

Cette valeur donnera donc une nouvelle solution en iiond)i-es ra- 
tionnels de l’équation proposée; si toutefois on n’a pas igh — d, 
ni e=A’. • 

La nouvelle solution étant désignée par x=m, si l'on fait gé- 

• iG. 
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néralement x=m + x', et qu’on sub.stitiie cette valeur Hans l’équa- 
tion proposée , le second membre deviendra de la forme a' + b’ x + 
f> x‘ + + éx'*, dans laquelle a' sera encore un carré positif. 

On procédera donc de la même manière pour trouver une nouvelle 
valeur de x' et ainsi à l’infini. D'où l’on voit qu’une première valeur 
connue de x suflit pour en faire trouver une infinité d'antres, sauf 
quelques cas particuliers qui ne peuvent giières avoir lieu que lors- 
qu’il est absolument impossible de résoudre l’équation proposée 
autrement que par les premières valeurs données. 

2 ’ Si le coefficient e du terme ex* est égal à un carré positif 
on fera a + bx + ex' + dx* -t- ex*— {f + gx+ hx ')' , ce qui don- 
nera, en développant et réduisant, 

0= /• 4- a/g-x-t- a///x' + 2^/tx’ 

— « - — b 4- g’ — d 
— c. 

Maintenant on peut faire disparaître les x’ et x% en prenantg=^, 
^ , et alors l’équation réduite au premier degré, donne. . 

Cette solution en fournira ensuite une infinité d'aii- 

très eomme dans le cas précédent , mais il faut qu’on n’ait pas 
o.fg—b = o. 

3“ Si l’écjuation proposée est de la forme bx + ex' 4- 

dx* -t- A’x*, en sorte qu’elle tombe à-la-fois dans les deux cas pré- 
cédents, on pourra faire usage de chacun des moyens indiqués. On 
peut aussi tout d’un coup faire y=y4-gx± /tx’ , ce qui donnera, 
en substituant, développant et réduisant, 

0 = ifgxàz^/hx'àz^ghx' 

— b 4- g’ — d 
— c. 


Or on |>eutsatisfaireàcelle-ei dedeux manières, soltcn faisant g= 


£ 

»/■ 


Digitized by Google 


ce qui 


clun 


lie æ: 


QUATRIEME PARTIE. iv.5 

= soit en faisant ± — , d'oii l'on 

dba^A — d ' ® a/»’ 


tire x = — — ^Y 7 - 

e — s'zç.7.fh 

4* Si 011 aune solution désignée par x=.m, on fera x=ni -i- x , 
et i'é((uatioii sera ramenée au jireniier cas. 

Nous pourrions ajouter un grand nombre d’applications de cette 
méthode tirées des problèmes d’analyse indéterminée, dont Euler 
a donné les solutions dans plusieurs de ses Mémoires, et dans le 
second volume de son Algèbre. Nous nous bornerons à un ou deux 
exemples de ce genre, afin de donner une idée de cette branche 
d'analy.se, qui exige une grande sagacité dans le choix des moyens 
de solution, mais qui étant trop particulière, n’a qu'un rapport 
éloigné avec notre sujet. 

(453) Proposons-nous de trouver trois nombres j;, y, z , tels que 
les trois formules 


x' + a z’, X' -t- ï’ -t- a^’, y‘ + z’ + -ix' 
soient égales à des carré.s. 

Comme on peut supposer que ces nombres sont premiers entre 
eux, il est aisé de voir qu’ils doivent être tous trois impairs: on 
jieut donc fairej=a;-t- a/>, z~x +uq , et on aura 

x' + y’ - 4 - az’ = 4x’ + ^{p + uq)x + /i(p' + 

Je fais cette quantité =4(a. +/)’, et j’en tire a: =£— . |,a 

seconde formule donnera semblablement «=2_±J^lzi£_ et riour 
faire accorder ces deux valeurs, je fais 

P' + acy’ — /■= q' ^ ^ P' ~ g', a/ —y; _ a Y = a g-— 7 — ayi ; 

j’en tire des valeurs rationnelles de/et de g, .savoir f='j{^q +Zp), 
g'=i{5/7-t- 3y), au moyen desquelles la valeur de x deviendra 

8(y»+ÿ) 
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Cette valeur satisfait déjà aux deux premières oonditions : on aura 
d’ailleurs les valeurs correspondantes de jr et s par les formules 
y — x-\-ip, z=x + ay/de sorte qu’en supprimant le dénomina- 
teur conuuun, on pourra faire 

■ 7 p'—'iopq+ 77 * 

y=-i'ip'—\\pcj 77 ’ 

= = 7 /?'— i 4 ^ 7 -t- 2.37’. 

Substituant ces valeurs d;uu> la formule y' + z' et faisant 

I -+- 9 , il restera à satisfaire à la condition 

I + 2 0 + 26’ -t- 9 ’ -t- 7 t|ô^= à un carré. 

Or on trouve immédiatement 9 = o, on 9 = — i , ou 9 — — 2 ; mais 
il ne résulte de là aucune solution. Soit donc, suivant la méthode 
précédente, 

I + 29 + 29 ’- 4 - 9 ’ i||0‘ = (i -l-* 9 -(-f| 9 ')*; 

si l’on développe cette équation, et qu’on prenne a=-^, on aura 
9=208 ; donc ^ = 209, 7= i , ce qui donne cette .solution 

a;=r 18719, ^=62609, 3=18929. 

Il serait facile d’en trouver plusieurs autres , mais elles seraient pro- 
bablement plus composées, quoique la méthode dont nous a\ons 
fait usage ne prouve pas que les nombres trouvés sont les moindres 
possibles qui satisfont à la question. 

( 454 ) Soit proposé encore de trouver trois «•ari-és inégaux 
z',tels que les trois formules a:’-»- .y* — a*, z* — >'',r’-+-z’ — 

soient égales à des carrés. 

On trouve aisément que les deux premières conditions sont rem- 
plies, en faisant 

x=-.r' s' 

_v— r* -I- rs — s' 
z = r’ — rs — S‘. 
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Il reste donc à satisfaire à la troisième, laquelle devient, par la stdv- 
stitution de ces valeurs, r* — + è f» carré. Soit r=Hs, 

la (]uestion se réduit à faire en sorte que 6* — 49 ' - 4 - i soit un carré. 
On pourrait prendre 6 =0, on Ô=2, mais il ne résulte de là aucune 
solution convenable; pour avoir d'autres valeurs, soit 9 = â + 9, on 
aura 1 i6ç + 209* + 89* + 9^= à un carré. Je fais cette quantité 
=(i -4- 89 -J- «9’)’; prenant ensuite «= i , je trouve 9 = — donc 
0=; — r=z i 5 , J=4i d où résulte cette solution : 

x=24 I , 269 , Z = 1 49. 

Ce sont vraisemblablement les moindres nombres qui satisfont à la 
question. On aurait pu faire encore « = — 22 , ce qui aurait donné 
9=4^, 0 = 4 tt» ou r=442, ; mais de là résultent des 

nombres beaucoup plus considérables que les précédents. 

On peut suivre un autre procédé pour faire en sorteque la quantité 
i -4- 169-+- 209* -4- 89^ H- 9^ soit égale à un carré. Représentons ce 
carré par (i + w 9 -4- «9’)’ , nous aurons, en comparant et dévelo[>- 
pant, 

O— 2 /n 9 + 2 /i 9 '- 4 - 2 m/î 9 ’+ n*9^ 

— 16 + m' — 8 — 1 

— 20. 

^ 16 — 2.m 8 — antn ^ .. i- - 

huit 9 = — : — ; = — ; , on aura entre m et « I équation 

^ 311 + m — ao n‘ — i ’ • 

(8 + m)n' + (m' — 20 /n — 8 )n — 4"*’ + m + 72 = 0. 

Maintenant, pour avoir une valeur rationnelle de n , soit m = — 8 , 
on aura/r = — 9=fJ4, ce qui est la seconde des deux solutions 
trouvées par l’autre méthode. 
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§ X V. Développement du produit (i — a;) (i — x') (i — a*’), etc. 
continue à l'infini. 


(4’>^)) OoNSiDÉRONs plus généralement le produit 


(i + j;z)(i +vTVz)(i +x’z)(i +x*z), etc., 

et sijpiMXSons que ce j»roduit développé suivant les puissatices de z, 
soit égal à la suite i + P z-t-C,)z’ + Rz’ + etc.; si on met xz it la place 
dez, on aura (i +x’z)(i +x’z)(i +x‘z)etc. = i 4- Pxz +Qx’z’4-ele., 

et par conséquent i 4- Pz 4- Qz* 4- Rs' 4- etc. =(i 4 - xz) 

(i 4- Pxz 4- Qx’z’ 4- etc.). Dévelopfjant le second membre et éga- 
lant de part et d’aiiti’e les coefficients d'une même puissance de z, 
on aura 


P = 




(i— x)(i — X*) 


»_ ^ 

I — sd (i — x)(i — x^)(i — x’) 

„ Rx* 

I X* (l — x)(i — x')(l x’)(l X*) 

etc. 


Soit z— — i,et le produit proposé (i — x)(i — x*)(i — x')ete. , que 
nous appellerons X, sera exprimé par cette suite 

X X^ 

'“■rr;'^(.-x)(.-x-)— (,-x)(i-x>)(i-x>) 

x|^ 

"** (l — x)(l — x*)(l — x*)(l — X*) * ’ 

ou l’on voit que les numérateurs ont pour exposants les nombres 
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triangulaires 1,3,0., 10, i 5 , etc. Nous allons £iire voir maintenant 
comment on peut faire disparaître successivement dans les déno- . 
minateurs, les facteurs i — jr, 1 — x‘, i — etc. 

( 456 ) Pour y parvenir, nous changerons chaque terme de la suite 
en deux autres , savoir : 


en XH 

I X I X 

en h 


(l— x)(l X') I X (i — x)(i X’) 

X® X* X9 


(i — x)(i— x»)(i— x’)''" (I _x)(i— x>) (,_x)(i— X*) (i— xJ) 
etc. 

Par ce moyen la suite (A) deviendra, en mettant à part le premier 
terme i , 


-X- 


X* 


07Î* 


« — X (l x) (l X*) (i — x)(i X’)(l X*) 

x’ x‘ X'" 

I — X (i — x)(i — X*) (i — x)(i — — X*) ’ 


ou en rwluisant 


(B) 



(i— x-)(i — x’)*^ (t— x-)(i— x’)(i— X*) 


(..omme il est essentiel d’observer la loi que suiv’ent les exposants 
3(5,9, *^( , on jettera un coup d’oeil sur le tableau ci-dessous 

où cette loi est trè.s-claire. 

La première ligne liorJzontale est celle des nombnes naturels, la 
seconde est celle des nombres triangulaires, ou des ex fusants des 
numérateurs dans lu première suite (A). Ajoutant à chaque nombre 
triangulaire le nombre naturel écrit au-dessus, on forme la suite 
3(5,9, *4 ( 20, etc. qui est celle des exposants de x dans la .suite 
(B), si on eu excepte le premier terme — x dont l’exposant 1 est 
immédiatement au-dessus de a dans la table, nu lieu d’être à côté 
comme dans la suite (B). 

Cela posé, on voit que noiis avons fait disparaître le facteur i — .v 
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des différents dénominateurs: chassons de même le facteur i — 

ce sera en faisant 


X’; 


I — .r* 



3 Cfi , X’* 

(l X’) (l X^) I X* "*"(l X*) (l— x^) 

X'* -T‘* _ X'* 

(l — X»)(l x’)(l X*) (l X’)(l — x*)~*'(i X*)(l X^)(l X*) 

etc. 


Par ce moyen la suite (B) deviendra , en omettant la jjartie entière 
— X — x’ , 

. X' X" ■ X'* 

**” I X* (l— x’)(l X*) — X’)(l x’) (l X<) * *'■ 

x« x'< x“ 

I — X’ (i — X*) (i — X*) (i — x')(i — x’){i — X*) ® > 

on , en réduisant , 


(C) x‘ + X' 



x" 

(,_x>)(l— X') 


(l X>)(l x*)(l X*) 


Les exposants 5 , 7, 12, 18, a 5 ,etc., à l’exception du premier 5 , 
formant la ligne (C) du tableau , ils se déduisent des précédents 
5,9, i4,2o, etc. en ajoutant à ceux-ci les nombres naturels qui 
leur répondent verticalement. Quant au premier exposant 5 de la 
série (C), il est immédiatement au-dessus de 7 dans le tableau, . 
comme appartenant à la série précédente (B). 

Séjwrons la partie entière x* -t- x’ de la série (C) et donnons an 
reste la forme suivante 


>.tS «tlJ «lo 

r” — ^ — -4 — — - 4 - ptr 

I— x>^ (l— x')(l— x‘) (,_x>)(l — x*)(i— x») ^ 

X'* X** .r*’ 

— X* (i — x’) (i — x<) (l X*)(t X<)(l X*) ^ 

Nous aurons en réduisant la quatrième suite 


(D)— x"— x“-H 


X” X*" . X*’ 

1— — x*)(t— x‘)'^(i— X<)(|— x‘)(i— X*) 


-etc. 
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où le facteur i — x' ne se trouve plus dans les dénominateurs. On 
y trouve les exposants la, i5, 3a,3o,3g,etc. , qui, à l’exception 
du premier, forment la ligne (D) du tableau ; ils se déduisent des pré- 
cédents 12, i8, a5,33, etc., en ajoutant à chacun de ceux-ci le 
nombre naturel qui lui répond verticalement. 

On voit qu’il est inutile de continuer plus loin l’opération ana- 
lytique et qu’on peut se borner à prolonger le tableau , en ajoutant 
dans chaque colonne verticale le nombre naturel inscrit au haut 
de cette colonne. Alors les deux derniers termes de chaque coiomie 
verticale sont les exposants de x dans la série réduite ou dans le 
produit cherché. Quant aux signes de ces deux termes, on voit clai- 
rement par notre opération qu’ils sont positifs dans les colonnes 
de rang pair et négatifs dans les autres. 


Nombres naturels.... i, a, 3, 4i Ü» 7i 9i 


(A) I, 3, G, lo, i5, 21, 28, 36, 45 . 

(II) 2, 5, <j, i 4 , 20, 27, 35 , 44, 54 . 

(C) 7, 12, 18, 25, 33, 42, 02, 63 . 

(D) i5, 22, 3o, 3g, 4g, bo, 72 . 

(E) 26, 35, 4b, 56, 68, 81 . 

(F) 4o, 5i, 63, 76, 90 . 

(G) 57, 70, 84, 99 . 


Donc le produit cherché 

\ = £ — X' — Æ’ -t- x' -t- X- — X'* — x“ + x" x‘‘ — x“ — X*" 

-H X*' 4- X*' — etc. 

(457) Quant à la loi des exposants de ce produit, elle est facile 
à trouver ; car, puisque toutes les colonnes verticales sont des pro- 
gressions arithmétiques, si on appelle k le nombre naturel qui dé- 
signe le rang d’une colonne quelconque, on aura pour le dernier 
terme de cette colonne 74(4 1) -t- 44, ou 7(34’ -t- 4), et pour le 

pénultième terme 7 4 (4 4- l)-^4(4 — i),ou 7(34’ — 4). Donc la série 

«7- 
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des exposants a, 7, i 5 ,a 6 , 4 oi 57, etc., aura |>our terme général 
t (3 A* -f- X-), et la série 1 , 5 , i a , aa , 35 , 5 1 , etc. , aura pour terme 
général 7 ( 3 X' — k ) , donc enfin le produit clierehé X ne contiendra 
de puissances de x (jiie celles qui peuvent être représentées par 
^ /• étant un nombre entier. Ces |niissaiN‘es auront |X)ur 
coefïirient + i si X est pair et — i si X est ini|>air. 

Ea série 1 , 5 , la, 22,35, 5 i , etc. , qui a pour terme général . . 
7(3X'“X), est proprement celle des nombres pentagonaux (voyez 
ci-dessus, art. i 50 ); mais l’autre série 2,7,15,26,40, etc. ap- 
partient aussi aux mêmes nombres, en donnant à X les valeurs 
— 1 , — 2, — 3 ,etc. , c’est-à-dire en changeant le signe de X. En 
effet les deux séries n’en forment qu’une déduite du même terme gé- 
néral 7(3X’— X), comme on le voit ici : 

X — 4 , — 3 , — a, — 1,0, 1,2, 3 , 4 > etc. 

Nombres pentag. 26, i 5 , 7, a, o, i, 5 , 12, 22, etc. 

Soit Næ* mi terme quelconque compris dans le dévelop|iement de 

plusieurs facteurs i — x“, i — x^ , 1 — x^,etc. , en nombre fini 011 
infini ; le coefficient N sera en général le nombre de fois que n peut 
être formé par l’addition des exposants a , 6, y, etc. pris en nombre 
pair , moins le nombre de fois que n peut être formé par l’addition 
de ces exposants pris en nombre impair. 

( 458 ) Il résulte par conséquent delà loi qu’on vient de démontrer 
dans le développement du produit (i — x)(i — x’)(i — x*), etc. , 
continué à l'infini , 

1° Que tout nombre qui n’est pas jientagonal, c'est-à-dire qui 
n’est pas compris dans la forme i( 3 X’±X), peut se former 
d’autant de manières par l’addition des nombres naturels 1, 2,3, 
4 , etc. pris en nombre pair, que par l’addition de ces mêmes nom- 
bres pris en nombre impair. 

a” Que tout nombre pentagonal pair ou qui répond à une valeur 
paire de X, est formé une fois de plus par les nombres naturels 
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1,2,3, etc. pris en nombre pair, que par ces mêmes nombres pris 
en nombre impair. 

3" Que le contraire a lieu pour tout nombre pentagonal impair, 
fa* même développement offre d’autres propriétés encore pins 
reniartpiables qu’on trouve dans le chapitre de Partitione Numrro- 
rum de V Introd. in Anni. inj., et dans le loin. Ilf, fwrtie f <les 
Sova ncta Petrop. 
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XV F. Des fonctions semblables qui étant multipliées entre elles 
donnent des produits semblables. 


( 439 ) On il déjà vu (§ IV) <|ue les différents diviseurs qiiadiati- 
qiies d’une niêriie formule t'-{-au' jouissent de cette propriété, 
qu'en multi|diant entre eux deux ou plusieurs diviseurs, égaux ou 
différents, le produit |)eut toujours être représenté par l’un des di- 
viseurs (|nadratiqiies de la même formule. Une jiropriété analogue 
se fait remarquer dans certaines fonctions homogènes de tous 
les degrés, savoir dans des polynômes à trois variables pour le 
3* degré, dans des polynômes à quatre variables pour le 4' degré, 
ainsi de suite. C’est ce que nous allons faire voir en commençant 
|)ar les polynômes à deux variables, du second degré, qui rentrent 
dans les formules connues. 

Soient « et 6 les deux racines de l’équation du second degré 
p' — ap + b = 0 ; 

on pourra regarder la formule du second degré 

x' axy + b y’ 

comme étant le produit des deux facteurs (x -I- a.y) (x -t- êr;, puis- 
qu’on a a -t- 6 = rt et 9.^z=h. De même la formule 

X.' + ax,y.-^by;, 

composée semblablement avec deux autres variables x,,^-, , sera le 
produit des deux facteurs simples (x, -t- a.y,) (x, + €y,). 

.Maintenant si on veut multiplier ces deux formules entre elles, 
on prendra d’abord le produit des deux facteurs (x ay) (x, + a> ,), 
lequel est xx. -f- a(xj, -t-jx.) ou, en mettant a a — b à 
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la place de a*, 

xx, — ffyy,+a(xy^+XX. + ayjr,), ’ ! 

Soit pour abréger '' 

X=xx, — l/yy, i' 

\=2xy,+yx,+nyy,, ■ 

I . ' I 

et on aura (a; + + «/.) = X + «Y. . . , 

Par la même raison on aurait , en mettant 6 à la place de , 

(x + ey){x, + i57,) = X + 6Y. 

Multipliant entre elles ces deux équations, le premier membre sera 
le produit des deux polynômes proposés, et le second se réduira 
à X*+flXY + ^Y”; d’où l’on voit que le produit des deux fonc- 
tions semblables 

» • I ' 

x' -i- axy + by , x,' -k- ax,y^+by,’ , 

I ... I I . * ( . 

est représenté par une fonction semblable X'-t- nX Y-+- A Y’. 

.Mais il y a une seconde manière de former le produit des deux 
polynômes projwsés. .• i 

(4bo) En effet si on multiplie d’abord x + ay |>ar x, + €y, le 
produit sera xx, + ayx, -i-ëxy, -t- xëyy,, ou, en substituant les 
valeurs € = a — a, aê=b, 

XX, + a xy, + byy, -f- x{yx, — xy,). 

Ainsi ou [>eut donner à X et Y les valeurs 

X = a:x, -I- a xy, -t- byy, 

'i'=jx, — xy,, 

et le produit cherché sera encore représenté par X‘ -t-aX Y -t-4Y‘. 

E>e ce que le produit de deux facteurs de la forme x'+axy+by' 
|>eiit être mis de deux manières différentes sous la forme semblable 
X’ + fl X Y -4- 4 Y' , il s’ensuit que le produit de trois facteurs , tels 
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i3fi 
que 

X' + a xy hf , æ .’ - 4 - ax.y, + hy;, x,’ + a x,y, + b y,' , 

pourra être mis sous la même forme de quatre manières différentes, 
que le jjroduit de quatre facteurs sera huit fois de la même forme, 
ainsi de suite. En général si l’on a n facteurs de la forme x’ - 4 - iy’, 
leur produit sera a’~‘ fois de la même forme. 

(4f>i) Si les n facteurs dont nous parlons sont égaux entre eux , 
alors on aura d’autant de manières 

(.r’ + a xy + hy‘)‘ = X' -4- n X Y -f- A ; 


mais cette ée)uatiot» n’aura qu’une solution, si on veut (|uc les in- 
déterminées X et V n'ayent point de facteur commun. 

Pour trouver dirèctemeut cette solution on pourra se servir de 
l'équation X -4- a Y = (x + xy)' , ou 


X -4- -InY + Yl/^j — A) = ^.r-t-7a7+jJX^Y~A)j", 


)■ 

I ■ 1 I- 


d’où l’on tire 

. , , sfi-t . n.n — i.n — if , ,a-i ,/a' 

'i=n(x-4-ï«J^) J4- — {f-h^ay) + 


Ainsi on connaîtra généralement les deux fonctions X et A pour 
toute valeur de n. • ■ 


(4<ia) Supposons maintenant (|oe a, 6, y, sont les trois racines 
(le l'equanon 


p‘ — ap‘ + bp — c=:o; 


si on développe le produit des trois facteurs 

(.T -4- «j-4- «’«) (® + êy + €'x){x + y.y + y’z), 
on trouvera l'expression suivante 
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X* -4- (a + S -f- y) X'_y + 6‘+ y’)x’Z + (a€ + ay +• Syjxy' 

+ (a‘ 6 H- 6 ’ Y H- y’ « + «’ y + ê’ a + y’ 6) xy Z 
+ Çx’ €' + 6’ y’ + Y* a’)xz' + a Ç y.^'* ^ Y €’ y a + y'aê)')^ Z 
+ («’S’y + é'y’ a + y'a€)jrz' + a'ê’y’z’ , 

. dans laquelle tous les coeflicients sont des fonctions invariables des 
racines «, 6, y, et pourront par conséquent être exprimés par les 
coefficients de l’équation en p. Le produit dont il s’agit se réduit 
donc à une fonction entièrement rationnelle, savoir : 

.1^+ rtx’j+ (a* — ■2b)x'z + bxjr‘+(ah — 3c)xy2+(è’ — 2ac)xz‘ 
+ cy' + acjr‘z+ bcyz' + c'z*; 

et cette foinrtion que nous désignerons par <I>(x,_y, z), aura la pro- 
priété qu’en inultipKant ensemble plusieurs fonetions semblables 
^ dans lesquelles les quantités a,b, c, sont les mêmes, le produit 
sera toujours une fonction de même forme. 

(463) En effet, supposons qu’il s’agit de multiplier la fonction 
précédente 4>(x, z) par une fonction semblable <t>(x,,j^,,z,)où 
les constantes a, b, c, seront les mêmes, la question se réduit à 
trouver le produit des six facteurs 

X -¥ xy ->r x' z , x+€j+ê’z, x + yj + y’z 

+ •r.-t-ej.-t-€'z., x. + y/.+y’z,; 

or si on multiplie d’abord x + ay + a'z par x, + xy, + a’ z. , et que 

dans le produit on mette au lieu de x^ et a* leurs valeurs 

x' = ax‘ — bx + c, x*={a' — b)x' — {ab — c)x + ac, ce produit 
sera exprimé par X -»-aY+ a’Z, en fai.sant 

\—xx, + c{yz, + zy^-^- aczz, 

=xy.+yx. — b{yz, + zy.) — {ab — c)zz, 

Z =xz, -+■ zx, +yy, + «(ri.-t- zy,) +(a' — b,zz,. 

Dès-lors on voit que le produit des deux fonctions proposées 
2;, <J>(x, ,y,, z,), sera égal an tiéveloppemcnt des trois fac- 
II. 18 
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(X + »V+a-Z) (X-h6Y+e‘Z) (\+yV + f Z), 

et qu'ii sera par eonsé(|iieiit égal à la Ibnction désignée par... 
<l>( X , V , Z) , laquelle est 

\>+aX’V-+-(rt-— a6)X-Z+iXY-+(rtA— 'lc)XYZ-»-(//— aaciXZ- 
+ £ ^ * + ac Y'Z +Ac Y Z’-+- c’Z*. 

(4f>4) Supposons ensuite qu’on veuille multiplier ce produit par 
une troisième fonction z.) semblable aux deux autres, il 

est visilile qu’on devi-a faire 

X, =Xx, + f i; Yz, -h Zj,) -4- rtcZz, 

Y, = X J. -I- Y X. — b (Y Z, + Z J.) —(ab—c)7j z, 

Z, —Xz, + Zx, + Y J-, + rt(Y Z, 4- Z 7 .)+ («■ — b)7jz , , 

et le [)roduit des trois Ibnctions dont il s’agit sera exprimé par la 
fonction semblable 4>(X, , 4 , , Z,). 

Il en sera de même du produit d'un nombre qiieleoiupie de fonc- 
tions, i‘t f)ar eonsétpicnt d’une puissance quelconque de la même 
fonction. .Mais dans ce dernier cas on |)cut parvenir au i-ésultat par 
un [)rocédé plus simple que celui de la inulti[>lication successive. 

En effet ou peut, par différentes méthodes connues, déterminer 
directement les quantités X,Y,Z, de manière qu’on ait 

(x -t- 4- a’ z)'= X -t- a Y 4- a’ Z. 

II suffit pour cela de développer le premier mendtre suivant les 
puis.s;ince.s de a, et de substituer aux puissances supérieures à a* 
leurs valeurs réduites d’après l’équation a^ = «a’ — Aa-t-c. Par ce 
moyeu la ([uantité<J«'(.r,j‘,z), ([ul désigne la puissance n de la fonc- 
tion <l>(x, -> , z), sera exprimée par <I>(X, Y, Z). 

Dans le cas de n — ï, on trouve immédiatenjent par les foi-- 
mules de l’art. 463, en faisant x,=.r, y,=y, z, = z, 

X=x* 4- ac_^‘z 4- aez' 

Y = a xy — a byz — [n b — c) r’ 

L—1XZ 4-j’ 4- a« VÏ 4- («’ — b) r', 
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ces valeurs satisferont à l’équation 

z)=*(X, Y,Z), 

quelles que soient les trois indéterminées .v ,y, z. 

Si on établit entre ces trois indéterminées la relation 

0 = y.xz+y + ^ayz + («’ — b)z' , 

quidonneZ = o,alors4>(X,Y,Z)serédiiiraàX’+nX*Y + ^\Y' + e^’’, 
d’oii il suit qu’on peut résoudre généralement l’équation 

X> + «X-Y-«-iX-Y+eY’=V-. 

(iar en prenant les indéterminées de manière que l’équation de eoii- 
rlition Z = o soit satisfaite, les valeurs qui en résulteront |>our X 
et , seront telles qu’on aura en même temps V = z). 

Soit pour cet effet j=(m — n)z, ee qui donne 

IX ^x[u — 

* b — «*’ b — u' ’ 

il en résultera la solution 

X = ,, (u* — 2^k’ -t- 8 cm + /.>’ — ^ac) 

' = — (li - „ ■ - ) - ■ •(“' -au‘ + h U — c) 

— — 5l>u* + u.ocu^-h(ôb‘ — ao«c)«‘ j 

+ (8rt’c — ’zab' — 4^c)m + è’ — 4«^c + 8c’j ’ 

Et si on veut que les fonetions X et Y n'aient pas de commun di- 
viseur, on pourra faire m='^, x = (u’ — b)z', et on satisfera à 
l’équation 

X’ = MX'Y-t-6XY--t-cY* = V', 

par les \aleurs 

K=y* — ‘iby'z'+ Hcyz^+ {h' — /tacjz' 

Y = — à^iy' — f^y^z + byz' — cz’) 

V =y^ — 2M r's -H hb y z ' — — {5b‘ — aonc)_y' i' 

— (8o'c — nah‘ — f^bc)yz'‘ — (_b' — /inbc-v 8c’)z‘. 

i8. 
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Telles sont les formules qui résultent delà supposition Z = o. l^es 
suppositions 4 =o, X = o, eonduiraient à des formules sembla- 
bles pour résoudre {généralement les équations 

-X* -t- («’ — ■ a 6) X’ Z -H (i’ — a « c) X Z’ -H c’ Z’ = c V’ 
c ^ ’ + ncY'7, + hc \ 7 j + c' Z’ = V. 

(4fKi) Considérons maintenant l’équation du quatrième degré 
P* — ap' -\-bp' — cp + d = O, 

dont les racines sont « , 6 , y , J ; si au moyen de ees racines on forme 
les quatre polynômes 

a -t- aj -H o’ * -t- U 
X + ë J +€' Z + €' U 
X + yy + y Z -i- y’« 

X -t- èy -i~ S* Z ~i~ ^ U f 

le produit de ces quatre polynômes sera une fonction invariable 
des racines a, £,y,(ï; car il est visible que ce ]>roduit reste le même 
en faisant une permutation quelconque entre ces racines. Cette 
fonction sera donc un polynôme du rpiatrième degré, homogène en 
x,y, Z , U, dont les coefficients pourront s’exprimer par les quan- 
tités dutinées a,b ,c,d, en np|>liquant les formules connues pour 
déterminer tonte fonction invariable des racines d’une équation 
donnée. 

Mais comme la multiplicité des termes dont un pareil produit 
est composé , peut donner quelque embarras dans la détermination 

de leurs coefficients, on pourra supposer que le facteur 

x+ ty ■¥ az-i- a U, et les trois autres semblables sont les racines 
de l'é(]uation du quatrième degré 

P* — A p' -t- B p‘ — C P D = O, 

qu’on obtiendra en éliminant p des deux équations 

p=x-l- py -i-p’z-hp' U 
o=p* — ap^ -+- bp' — cp d. 
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Au moyen de cette élimination on connaîtra les coefHcients A , B , 
C , D , en fonctions de x, z , u , a , b , c , d ; et puisque D est le 
produit des quatre valeurs de p, il est clair que D sera In fonction 
cherchée résultant du produit de nos quatre polynômes. 

(467) Cette fonction étant représentée par ^[x , y, z, u), si on 
veut la multiplier par une fonction semblable *(x, , , z, , «,), dans 

laquelle les quantités a, b, c,d, sont les mêmes, il suffira de con- 
sidérer le produit des deux polynômes 

X -I- a J -t- a‘ Z -t- a’ U 
X. + aty, -t- a’ Z, -4- tiU,. 

Soit ce produit =X -4- a Y-t- a’Z -1- V, on trouvera 

X = xx, — d{uy, -4- zz,-4-^u,) — ad{uz, - 4 - zu,) — (a' — b)duu, 
Y =yx, + xy,-^c{uy, -4- zz, + yu,) -4- {ac — d){uz, - 4 - zu,) 

+ (a' c — bc — ad) U U, 

Z~zx, +yy, + xz, — b{uy. + zz, +yu,)—{ab— c)(uz,+ zu,) 
— (a*^ — b’ — ac -4- d)uu, 

\ = ux, -4- zy, +yz, - 4 - xu, - 4 - a{uy, -4- zz. +yu,) 

-4- (a’ — b){uz, + ZM.) - 4 -(a* — aaè + c)uu,, 

et le produit des deux fonctions proposées sera *(X, Y, Z, V). Il 
en sera de même du produit de trois ou d’un plus grand nombre 
de ces fonctions; nous ne croyons pas d'ailleurs devoir pous.ser plus 
loin ce genre de recherches qui s’applique à tous les degrés, mais 
qui donne des résultats de plus en plus compliqués. 
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§ XVII. De quelques questions qui se rapportent, plus ou moins 
directement , à l'analyse indéterminée. 


(4<’)8) J^ABMi les nombreux problèmes d’analyse indéterminée dont 
la .solution est due à Euler, nous choisissons les deux suivants qui 
SP trouvent dans sa correspondance avec. Lagrange (i). 

Problème 1. Trouver cinq nombres x,y, z, u, v, tels que le pro- 
duit de deux quelconques de ces nombres, augmenté de l’unité, 
fasse un carré. 

Pour trouver d’abord les trois premiers x ,y , z , tels que les trois 
quanlitésxjy -+ i ,yz-h i, zx-i- 1 , soient des carrés, prenez à volonté 
le carré décomposez /’ — i en deux facteurs m,u, en sorte 
or qu’on ait /* — i = mn, les trois nombres cherchés seront m ,n , 
m + n + 2I, qu’on pourra prendre respectivement |>our .t , y, z; 
en effet, on aura par ces valeurs 

xy+ !=/■ 

yz -t- I z=n[m n + 2 /) -H 1 =(« -I- /)’ 
zx -h i = m{m + n -i- ^l) + i = (m + 1)’. 

Si on cherche ensuite un quatrième nombre u, tel qu’en le combi- 
naiit avec les trois premiers x,y, z,on ait trois nouvelles quantités 
UX+ i ,uy + i,uz + I , égales à des carrés, cette condition sera 
remplie en faisant 

u=l\l{l+ m) (/ 4- n). 

En effet, au moven de ces valeurs on aura 


(1) Voir les m.iniiscrits de Lagninge déposés à la bibliothèque de l'Institut. 
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UX+ \ + n) +(/’ — w «)’=(/'+ ïlm+ mn)' 

U y + \ n{l + m){l + n) + (/* — mn)'-=[l‘ + a/« -I- mn)' 

U Z + \^l\l{i + m){l-\- n)(‘il+m + n) + {l' — mn)' 

= ( 3 /’ + a / (w + rt) + m 

Enfui si l’on demande un cinquième nombre v qui étant combiné 
avec les quatre autres rende égale à un carré chacune des quantités 
vx + I , vy + i ,vz + I , VU+ I ^ nous désignerons d'abord par 
+ q'i' — + j=o, l’équation du quatrième degré dont les 

racines sont x,y , z, u; ensuite le nombre cherché t> sera déter- 
miné rationnellement par la formule 



(4by) Pour vérifier cette solution indiquée par Euler, il faut taire 
voir que la quantité t sera un carré, sans particulariser la 

valeur de ï, et par cxinséquent que la quantité 

irl+2p(s+ i)ï + (j — i)' 

seraaus.si un carré. Mais l’équation en Ç donne 4'î = 45^ — f\p}^ -t- 
>\qV + 1 donc tout se réduit à prouver que la quantité 

45^ — 4/’?’ + ^qi' + Q.p{s+ t); + 0’ 

est un carré pour toute valeur de 5. 

Or on voit qu’en effet cette quantité sera le carré de a ï’— p ï — s — i , 
si toutefois la condition 

q + x+ 

est .satisfaite. Ua question étant réduite à ce point on formera les 
équations 

pz=:m 4- rt + » -J- « 
q = mn + {m -t- n) (2 -t- u) -y zu 
p' — ^q — {in + n — z — «)’ — ^mn — ,\zu 
= (aZ 4- u)' — 4(^' — 0 — 4^« 

4(j i)=\mniiz -i- 4 = 4*«(/' — 1 ) -I- 4 ; 
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donc 

P' — 4? — 4(j-*- !)="(“ + 4^ — 4^'.ï)- 


D'un autre côté, il est aisé de voir qu’on a z—^ l^l, etqu’ainsi 

le se<'ond membre de la dernière équation étant zéro , la condition 
dont il s’agit est satisfaite. 

Il ne reste plus qu'à substituer les quatre valeurs de £ dans la 
formule générale 


vÇ + 1 




et on aura les quatre résultats suivants : 


vx + i 
vy-\- I 

VZ + I 
1>M -h I 



^ au‘ — pu — 1 — 


Soit par exemple m~\ , n= 'i, /=a,on aura x= i ,j>^ = 3,s = 8, 
//= 120, -U— et les cinq nombres x,y,z, n,2>, seront tels 

que le produit de deux qucleonques de ees nombres, augmenté de 
l'unité , sera égal à un earré. 

A I B I C I D (470) Problème II. Dans un earré divisé en 1 6 cases , 
E I F I G I H suivant la figure ci-jointe, inscrire ifi nombres A, B, 
i-ÎJLLL-L^ C. . .Oi nui satisfassent aux conditions suivantes, 

N I O I P I Q ./A l J -, I ' 1 

i' Que la somme des carres des noninres soit égalé 
dans chacune des quatre lignes horizontales, égale aussi dans cha- 
cune des quatre lignes verticales, et dans les deux diagonales, ce 
(|ui fait 10 conditions ; 

a' Que la somme des produits deux à deux, tels que 

AE -E B F-f- CG -t-DII soit nulle à l'égard des deux premières lignes 
horizontales, comme à l'égard de deux lignes horizontales f|nelcon- 
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({lies, et qu’il en soit de même à l’égard de deux lignes u-rticales, 
ce qui fait 12 conditions. 

On aurait donc en tout 22 conditions à remplir et i6 inconnues 
seulement. Cependant Euler remarque (ju’il y a une infinité de ma- 
nières de satisfaire à ce problème, qu’il en possède la solution g(*- 
iiérale, et il en a donné pour exemple le carré suivant. 


f)8. 

— 29. 

11 , 

— 3 ^ 

■ 7 » 

’îi , 

79. 

3 a 


28, 

— 23 , 

f)i 

II, 

— 77 ’ 

8, 

'19 


L’analyse de ce {iroblème n’a point été publiée et il est fort à désirer 
({u’elle le soit, si on peut la trouver parmi les manuscrits de l’au- 
teur, non encore imprimés; car on voit qu’il serait fort difficile de 
la restituer. 

(471) On a vu dans rintroduction , art. X, que si un nombre 
donné N est de la forme 2 *a 6 Yi etc., a, ê,y , étantdes nombres pre- 
miers inégaux , la somme des diviseurs du nombre N est donnée 
par la formule 

( 2 -^-— l)(l -t-«)(H-Ç)(l -Hy) 

Si au lieu du facteur simple a on avait le facteur double a’, ce fac- 
teur, au lieu d’être représenté dans la formule [lar 1 -t-«, le serait 

a*— 1 

fKir I -t- a -f- «' OU ^ ^ , de même un facteur triple st’ le serait par 

1 + a + a + ou , ainsi de suite; ce qui s’appli({ue également 

aux autres facteurs qui {pourraient n’être pas simples. Voici quel- 
({ues usag(*s de cette formule. * 

I’ Ayant choisi n de manière que 2’ — 1 soit un nondire (premier, 
si on fait .N = 2“~' (2' — 1), la somme des diviseurs du nombre N 
sera, en vertu de la formule (précédente (a” — i) a"; donc cette somme 
sera double du nombre j\, ou, ce qui revient au même, le nombre 
M sera égal à la somme de ses (parties aliquotes. Les plus simples 
H. 19 
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(le ees nonil)res auxquels on a donné le nom de nombres parfaits , 
sont a'(a’— i)=a8, 2*(a‘— i)=49<’i a‘(a’— i)=8ia8, a"(a‘'— i) 
= a” (8 1 9 1 ) = 33 55 o 33 < 1 , etc. 

II. Si on vent avoir un nombre N tel que la somme de ses divi- 
sfHirs, N com[)ris, soit triple de N, supposons N = a' «Çy, etc., 
a, 6, y, etc., étant des nombres premiers inégaux, il faudra satis- 
faire à l’équation 

(a”-+-' — l)(l i-«)(l -l-é){l -t-y). . . = 3 . 2 "aêy. . . 


ou 



. 3 . a* 


Soit rt=a, le second membre devient ainsi faisant « = 7, on 
' 7 

aura . . . =^ = - , équation impossible parce que les 

O Y 8 a * 

dénominateurs 6,y. . . sont impairs. 

Soit«= 3, on aura «’ésulte a=ri, 

et . . =g=|; donc 6=3, et rmi des nombres cberchés est 


a’ . 3 . 5 = 1 20. 

I>a supposition n 

i -4-a 1 -t-ê 
on aura — ^ 


= 4 conduit à une impossibilité. Soit donc « = 5 , 
. ..=^= 1 ^; soit « = 3,6 = 7, on aura... 


‘ . . . =.^ = I ; don(^ il n’y a pas d’autres nombres pi-eraiers que 

Y 

3 et 7 à employer, et on aura le second des nombres chcreh(îs 

= a\3. 7=872. 

laîs cas de n = 6 et n — y ne donnant aucun résultat, soit «=8, 
on aura ‘ ' " ~ 7 » ® — 7^ > aura 

■ '=c 

d’où résulte enfin e = 5 , et le nombre cherché N= a* . 5 . 7 . 1 9 . 37.73. 
On vérifie immédiatement ce l'ésidtat par la formule generale doù 
résulte la somme des diviseurs =(a’ — 1)6.8.20.38.74 = 
a*. 3 . 5 . 7. 19. 37. 73= 3 N. 
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III. Pour avoir an nombre N tel que la somme de ses divi.seiirs 
soit quadruple de N, N compris, il faut résoudre lV(|uatioii 

I + a I + 6 4 •2" 


T 


Soit n= 3 , le second membre sera ^ = ; on aura donc d’abord 

a = 5 ; mais à cause du facteur on voit qu’en faisant 6 = 3 , le 
facteur 6’ remplacera 6; il faudra donc au lieu de — |)rendre 

i-t-64-6* i3 ^ . i6 i3 i6 c o r 

2T = — , et laire — = r. boit ensuite v= li, on fera 

6 9 9 9 ' 

= ce qui donnera finalement 5=7, et le nombre clierclié 
N = a\ 3 ’. 5 . 7 . 13 = 32760. 

En faisant n= 5 , 011 trouverait semblablement N = 2‘.3‘.5.7 
= 3 o24o, nombre plus simple que le précédent. 

IV. Si l’on veut trouver un nombre N tel que la somme de ses di- 
viseurs , N compris , soit quintuple de N , appelant 2* la plus grande 
puissance de a qui divise N, il faudra, suivant la formule générale, 

que j soit égal au produit de plusieurs facteurs de la forme 

pour chaque facteur simple a qui divise N, de la forme. . . 


I -l-a-Ha* 

. «' 
c 

boit n= 7 , on aura 


pour chaque facteur a’ , ainsi de suite. 

128 i-t-17 64 64 i-t-3-i-3’-i-3‘ 64 

'3.17 17 27*53 3* 4"’ 

^=1 = - ^ - ‘l- lie facteur | indique que le nombre cherclié est 

divisible par 3 % ainsi il faut recommencer l’opération et faire. . 
<)4 3.64, I 4-3-+-3'-|-3*-f-3< 3.64 19® i-l-ii-l-ii' 192 


i±l±p±±^.l^, ensuite 


iS? 

27 3‘ ~ 3^ JJ, 

Ces facteurs étant tous de la forme l’opération 

est terminée , et le nombre cherché N = 2’ . 3 * . 1 1 ’ . 5 . 7 . 1 7 . 1 9. On 
trouverait également N = a’.3‘,7’.5. 13.17. 19, nombre un peu 
plus simple que le précédent. 

•9- 
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(472) ProjK)sons-noiis maintenant de trouver deux nombres A 
et B tels que cliaeuii d’eux soit égal à la somme des diviseurs de 
l’autre, eelui-ci non compris. Nous siip|)oserons pour faciliter la 
solution, que ces deux nombres sont ainsi représentés A = 2" y, 
B=2"ae, a, 6, y étant des nombres premiers. Et |>uisqiie la con- 
dition du problème exige que la .somme des diviseurs de A et celle 
des diviseurs de B soient égales, l’une et l'autre, à A -h B, nous 
aurons la double équation 

(2"'*" l)(l + y) = (a“-^' — l)(l +-a)(l -1- 6)=2"(a6 -t- y). 

De là on tirepremièreuieut i-t-y = (i-t-a)(i-t-ê),ou y=a-t-6-t- «ê; 
ensuite «6 — (2" — i)(«+ 6) = 2“'*"' — 1 . Celle-ci peut se mettre sous 
la forme 

(a — 2" -t- i)(e — 2"-t- l)=2'*. 

Ainsi toute manière de partager 2‘" en facteurs inégaux semble de- 
voir donner une solution. 

La première qui se présente consiste à faire 


a — 2"-t- I —z’-‘ 
e — u“4- 1 =2"'^‘ 
et il en résulte 


ce qui donne 


a = 3.2"~' — I 
<5 = 3.2’ — 1 
y = 9.2*— — I. 


Mais pour que la solution soit admissible il faut que les trois nom- 
bres « , ê , y , ainsi déterminés , soient des nombres premiers. Si ou 
donne maintenant à m les valeurs successives 2,3,4, ftc. , on aura 
les résultats compris dans le tableau suivant : 
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m 

a 

e 

Y 

A 

B 

2 

5 

X 1 

7> 

a84 

220 

3 

I 1 

a 3 

387 



4 

a 3 

47 

I i5i 

1841 G 

17296 

5 

47 

95 

4607 



6 

95 

• 9 > 

1843 1 



7 

> 9 ' 

383 

73727 

9437066 

j^363.‘ï84 

8 

383 

767 

394911 



9 

767 

i535 

1179G47 



fO 

i535 

3071 

4718691 


* 

1 1 

3071 

6143 




ia 

6143 

iaa87 




i 3 

iaa87 

a4575 




>4 

14575 

49161 




i5 

49161 

983o3 

• 


V. 


Ou voit que les nombres a, 4> 7 pris pour m sont tels que les va- 
leurs qui en résultent pour «, 6, y, sont des nombres premiers, ce 
qui donne les trois solutions comprises dans la colonne des A et 
dans celle des B. Mais ce même tableau continué jusqu'à m=if» 
ne donne aucune autre solution. 

* 

Pour avoir une autre formule de solution, revenons à l'équation 
(a — 2"+ l)(e — 2"-t- l) = 2". 

Elle peut en général se partager en deux autres comme il suit : 

a — a" + I =a"' — e 
6 — a" -H i=a'"+î‘, 

d’où résulte 

a=(ae-H i)a"-i*— i 
e=(ai‘ + i)a"' — I 

y = (a)*+ — I. 
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I ,e nombre qui reste arbitraire dans ces formules doit être impair, 
car s’il était |>air , la valeur de y serait en général de la forme p‘ — i , 
et ne serait par consé<|uent pas un nombre premier. 

On a déjà fait |x=i; on ne peut faire |x = 3, parce qu'alors 
a!* + I étant 9, il y aurait toujours une des valeurs de s et S com- 
prise dans la forme p' — 1 qui n’appartient tpi’à un nombre com- 
|K)sé. 

Soit donc |i = 5, et ou aura les formules 

.= 33.a— I 
e = 33.3" — 1 
^ = (33)’ a’"—®— I. 

Si on fait m =8, on aura a = a63, ê=8447i y = !*23oa7i ; mais 
il n’en résulte pas de solution , parce que y est divisible par 463. 
Quelques autres essais sur la valeur de m n’ont pas eu plus de succès. 
Enfin si l’on fait (1 = 7, on aura les nouvelles formules 

a= lag.a"*- ’ — i 
ê= iag.2" — 1 

^ = (129)’ a*"— 7 — I. 

Soit/W!=8, ou aura a = a57,6 = 33o23, y = 85aot9i , de là résul- 
tera une solution si y est un nombre premier , car les denx autres 
le sont; cette solution serait A=a'y, B=a'a6. 

Les problèmes dont nous venons de nous occuper sont du nombre 
de ceux sur lesquels les géomètres s’exercaient du temps de Fermât, 
c’est-à-dire vers le milieu du 17* siècle. On en fait mention ici parce 
que la méthode de les résoudre n’est pas généralement connue. 
Voyez à ce sujet le tom. III des Lettres de Descartes, et l’écrit inti- 
tulé Influence de Fermât sur son siècle, par Genty. 
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§ XVIII. D’un autre problème remarriuable par l’espèce d’analyse 
employée pour sa solution. 

( 478 ) Les amateurs du jeu des échecs savent qu’à partir d’une 
case donnée il est possible de faire jiarcourir au cavalier les G4 
cases de l’échiquier, sans passer deux fois par la même case. Quel- 
ques géomètres se sont occupés de ce problème et ont voulu le 
soumettre à l’analyse, mais Euler est le seul qui ait réussi à en trouver 
méthodiquement un grand nombre de solutions (i). Le procédé de 
(*t illustre auteur est aussi sûr qu’ingénieux; il consiste à essayer 
d’abord une solution par la marche effective du cavalier. On réussit 
aisément à prolonger cette marche , de manière qu’il ne reste plus 
(pj’un petit nombre de cases à parcourir. IjCs cases parcourues se 
marquent successivement sur le papier (où l’on figtnc un échiquier 
de petites dimensions) par les chiffres i , 3 , 3, jusqu’à 58, si c’est à 
la case 58 qu’on se trouve arrêté; les cases restantes se remplissent 
par des lettres a, b, c. . . . 

II s’agit ensuite de faire entrer successivement les cases restantes 
parmi celles qui forment un circuit et qui sont marquées par des 
chiffres. C’est ce qu’on peut faire au moyen de plusieurs règles gé- 
nérales données par Euler et que nous allons faire connaitre dans 
un exemple où elles recevront, à peu près toutes, leur application. 

(4y4) Nous supposerons qu’à partir de la case i , on a fait par- 
courir au cavalier les cases a, 3, 4, etc. , jusqu’à la ca.se (io, où la 
marche est arrêtée , en sorte qu’il reste quatre cases vacantes , mar- 


(1) Mémoire* de l'Académie des Sciences de Berlin, année 1769. 
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(jiiées a , h , c, d , connue on le voit dans le tableau suivant : 

55 . 58 . 29 . .'|0 .27 ■ 44 • 19 . 22 

’ 60 . 39 . 56 . 43 . 3 o . 2 I . 26 . 4 ^ 

57 . 54 . 59 . 28 . 4 * • 18 . a 3 . 20 

(I) 38 . 5 i . 4 ^ • 3 i . 8 . 25 . 4 d • 17 

53 . 32 . 37 . a . 47 • 16 • 9 -24 

5 o . 3 . 52 . 33 . 36 . • 7 . 12 . i 5 

I . 34 . 5 . 48 . 6 . i4 • c . 10» 

4 . 49 ■ 3 . 35 . 6 . 1 1 . . i 3 

.l’obsei've que le cavalier peut passer de la case 1 aux trois cases 
32 , 5 a, 2, de la case 60 aux trois cases 29, 5 f), 5 i , et «le la ca.se a 
aux huit cases 3 , 3 i , 5 g, 4 i, a 5 , 7 , b, . 5 , ce que je représente ainsi ; 

t { 3 a, 5 a, a A 

60 I 29, 59,51 .... B 
a I 3 , 3 i , 59, 4 i , 22, 7, 5 . 

Or toutes les fois qu’un des nombres A qui répondent à la case- i , 
est tel que A — i se trouve parmi les nombres B qui répondent à 
la dernière case Go (comme il arrive dans ce cas où l’on peut prendre 
A = 5 a et B= 5 i), le circuit i , a, 3 . . .Go qui ne rentre pas sur lui- 
même, parce qu’on ne peut pas passer de la case 60 à la «-ase i , de- 
vi«»iidra rentrant, si on le compose des deux parties 

60.59 ^ • 1 - 2.3 B , 

<]ui dans notre exemple sont 

« 

60.59 • '- 2.3 5 1 . 

Il convient, pour exprimer ce changement, de faire un nouveau 
tableau qui se déduira du précédent en laissant à leur place tous 
les nombres de la partie i.a. 3 . .. 5 i , mais en remplaçant la suite 
60 . 59 ... 52 , par la suite inverse 52 . 53 .. . 60, c’est-à-«lire en retran- 
chant de I la chacun des nombres de 5 a à 60. Voici le nouveau 
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tableau qui résulte de eelte opération : 

57. 54.29. 40.37. 4-1 ■ '9- 22 

5i . 3p. 5G .43. 3o. 2 I .26.45 
55.58.53.28.4i.i8.23.-2o 
38. 5 I .42 . 3i . 8 . 25 . 46. 17 
(II) .59.32.37. a .47. i6. 9 .24 
5o . 3 . 60 . 33 . 36 . 7 . I 2 . I 5 
I .34. 5 .48. i . i4- c . 10 
4 . 49 . » • 35 . 6 . I I . d . I 3 

I.e tableau (I) ofïrait uii cinaiit de 60 cases, lequel 11 était pas ren- 
trant; ce second tableau offre un circuit rentrant, |iuis(|u'on peut 
passer de la case 60 à la case i et réciproquement. Or un pareil 
circuit a l'avantage (|u’on peut y Taire entrer celle (pi’on voudra des 
quatre cases vacantes a, h, c , d , et nous choisirons la case u , parce 
que de a on peut passer successivement aux cases b et d , de sorte 
qu’on fera entrer dans le circuit les trois cases a ,b , d , à la fois. 

(.'lyj) Comme il y a huit cases de chacune desquelles le cavalier 
jjcut passer à la case n , savoir , ‘ji , 53 , 4> , ^5, 7 , /», 5 , 3, on aura 
7 manières {b ne devant pas être comptée) de faire l'opération ; les- 
quelles réussiraient toutes également. 

Choisissant la case 5i , on pourra établir le nouveau circuit com- 
posé de 63 cases, comme il .suit : 

5a , 53 .... 60 I I , a , 3 . . . . 5 1 , rt , ^ , r/. 

Il faudra donc former un troisième tableau qui se déduira du ta- 
bleau II, en mettant i,a, 3...(j au lieu de la .suite 5a, 53. ..60, 
c’est-à-dirc en retranchant 5i de chacun de ces nombres, puis en 
ajoutant 9 à chacun des nombres de la suite i , a , 3. . . 5i , et enlin 
mettant 61 , 6a, 63 à la place de a , b, d. En voici le résultat: 


II. 


20 
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6 . 3 . 38 . 49 . 36 . 53 .a 8 .ii 
I .48. 5 . 5 a . 3 g. 3 o. 35 . 54 
4 . 7 • a .37.50.a7.3a.a9 
47 . Go . 5 I . 4o . I 7 . 34 . 55 . a6 
(III) 8 . 41.46. 61. 56 . a 5 . 18 . 33 
59.1a. 9 . 4 'a . 45 . 1 6 . a I . a4 
10.43. 14. 57.6a. a 3 . c .19 
1 3 . 58 . 1 1 .44 S . ^<>. 63 . a a 

il ne reste plus qu’à liiire entrer la (>4* case c dans le rircuit ; pour 
cela, nous remarquerons que de la case a 5 on |iasse à c , comme de 
u4 à G 3 , de .sorte (|u’on jMHit former le circuit complet 

1 . 2 . 3 ... 24 1 63 . 62 . . . a 5 . c. 

Pour le re|)résenler dans un quatrième tableau, il faudra, dans le 
. tableau III , ne rien changeraux nombres i , a , 3 . . -a 4 , mettre aô 
à la place de 63 , a6 à la place de 62, etc., c’est-à-dire retranchei' 
de 88 tous les nombres de a 5 à 63 , et enfin mettre 64 à la place de r. 
V oici le résultat de cette opération : 

6 . 3 . 5 o. 3 g. 5 a. 35 . 60. 57 
I .40. 5 .36.49.58.53.34 

4 . 7 . a . 5 r . 38 . 6 1 . 56 . 5 g 
4 I . a8 . 37 . 48 . I 7 . 54 . 33 . 6a 
(IV) 8 .47. 4 a. 27. . 3 a. 63 . 18.55 
ag. I a . 9 .46. 43 . 16. a i . a4 
10.45 . i 4 - 3 i . a6. a 3 . 64 . 19 
l 3 . 3 o. I I .44. >S. 20 .a 5 .aa 

Dans ce nouveau tableau toutes les cases étant remplies le problème 
est résolu , c’est-à-dire que le cavalier partant de la case i , et suivant 
les cases marquées a, 3 , etc., parcourra toutes les cases de l’échi- 
quier, sans passer deux fois sur la même. Vlais la marche que nous 
venons de tracer n’est pas rentrante, puisqu’on ne peut pas passer 
de la case 64 à la case i ; ainsi nous n’avons pas encore satisfait à 
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la question générale qui suppose que le cavalier parte d’une case 
donnée quelcomjue. 

(47!») Pour y satisfaire il faut trouver moyen de changer le cir- 
cuit non rentrant qu’offre le tableau H en un circuit rentrant. 

Dans l’état actuel du tableau IV, les cases extrêmes 1 et (>4 sont 
trop éloignées pour qu’on puisse par une seule opération obtenir 
un circuit rentrant; on peut seulement rapprocher les cases extrêmes 
en substituant au cii-cuit du tableau le circuit suivant ; 

(>4 . 03 . a8 j 1 . 2 . 3 ... 27. 

Pour représenter celui-ci il faudra dans lcIV« tableau ne rien changer 
aux nombres de 04 à a8 , mais seulement prendre le com|)lément à 
28 de tous les nombres de 1 à 27, ce qui produira le tableau sui- 
vant : 

aa .25. 5o. 39. 5a . 3.5. 60. 57 
27 . 4o . a3 . 36 . 49 . 58 . 53 . 34 
24. a I . a6. 5 1 . 38 .61 . 56. 59 
4 I . a8 . 37 . 48 . I I . 54 . 33 . Ga 
(V') 20. 47.4a' I .3-2.63. 10.55 

29. 16. 19.46.43. la. 7 . 4 
1 8 . 45 . 1 4 ■ 3 1 . a . 5 . 64 . 9 
i5. 30.17.44.13. 8 . 3.6 

Maintenant les cases voisines des extrêmes 1 et 64 sont, comme 
il suit : 

I [ 26, 38, 54 , 12, 2, i4, »6, 28 
64 î 13,43,63,55. 

Et [)arce que le nombre i4 de la première ligne surpasse d’une 
unité le nombre i3 de la seconde, on jxnirra former un circuit 
rentrant avec les deux suites 

64, 63 i4 I 1,2,3 i3, 

et le nouveau tableau qui contient ce circuit se déduira du précé- 

20. 
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(lent , en prenant an lien de cliacnn des nombres i , 2 . . . 1 3 son com- 
plément à i 4 - V'^oici le sixième tableau. 

a 5 . 5 o . 3 p . 5 a . 35 . Go . 57 
37 . 4o . a 3 . 36 . /ig . 58 . 53 . 34 
a 4 ■ 2 I . a 6 . 5 i . 38 . 6 i . 56 . 5 g 
4 1.28.37. 48. 3 .54.33.Ga 
(VI) ao.47-4''‘- i 3 . 3 a.G 3 . 4 .55 
29. iG. 19.4G.43. a . 7 . i« 
i 8 . 45 .i 4 - 3 i.ia. 9 .64. 5 

i 5 . 3 o. 17.44- I . G . I ( . 8 

Nous avons dit qu’une luardie rentrante telle que nous venons de 
l’obtenir dans ce dernier tableau, [termet de faire parcourir au 
cavalier toutes les cases de l’écliiquier, à partir d’une case donnée 
• juelconqne, et (x 4 a de deux manières différentes. 

En eflel, si on veut partir de la case 38 , par exemple, on pourra 
choisir entre li*s deux marches suivantes, inverses ruiiede l’autre 

38 . 39.. . 63 . 04 . 1.2... 37 

38 . 37 . . . a . 1 . 04 . G 3 . . . 3 q. 

.Ainsi le problème est résolu dans toute sa généralité par le tableau (VI). 
Mais nous allons faire voir qu’une seule .solution connue en fait con- 
naître immédiatement un grand nombre d’autres. Donnons avant 
tout un second exemple de la manière de rendre rentrant un circuit 
qui ne l’est pas. 

(477) Nous nous proposerons .à cet effet le tableau suivant : 

54 4 ' • la .35.60.57. i 4 -a 3 
I I . a6 . 55 . 4o . I 3 . a4 ■ 49 • 58 
4a.53.10.61.56.59.aa.15 

9 .6a. 37. 5 a. 39.48.31 . 5 o 
28.43. 8 . 47 . 3 o. 5 i . i 6 .ai 
63 . 46 . 29 . 38 . 5 . 20 . 35 . 3 a 
44. 7 . a . 19.34.37. 4 .17 
I . 64 . 45 ; 6 . 3 .i 8 . 33 .a 6 


Digitized by Google 


QUATRIÈME PARTIE. tS; 

A raison des cases voisines des deux extrêmes i et 04 , savoir : 

i| 2,40 

on pourrait eliaufçer la marche du tahlcau en trois autres, savoir: 

0 '',. 63...46 I 1.2. 3... 44 
i.a. 3 ...ig I 04. 63 ... 20 
1.2. 3 ... 29 I Oî. 03 . . . 3 o. 

Mais ces trois combinaisons présentent peu d’avantage, parce que 
les cases i et O4 ne [>erinettent le passage qu’à deux et trois autres 
cases. Après quel(|ues tentatives on trouve que le circuit suivant, 
composé de trois parties 

3 o. 3 i ...40 I 1.2. 3 ... 29 I 6 '(. 03 ... 47 , 

est préférable , parce que les cases extrêmes 3 o et 4 ? venant au 
milieu du tableau , il y a plus de cbanccs d’arriver par elles à un 
circuit rentrajit. 

Pour re|)résenter cette nouvelle marche, il faut, dans le tableau 
proposé, ôter 29 des nombres de 3 o à 46 , ajouter 17 aux nombres 
de la seconde suite , i . a . . . 29 , et retraneber déni tons les termes 
de la troisième suite 04.03 — 47- obtiendra ainsi le tableau 
suivant : 

57. 1a.29.42.51 . 54 . 3 ) .40 
28.43.50. I I .30.4 I .62.53 
i 3 . 58 . 27.50.55.52.39. 3 a 
a 6 . 49 . 44 'Ô 9 . 10 . 63 . 2 .61 

44 .i 4 -a 5 . 64 . I .60,33 . 38 
48.17.46. 9 .22.37. ^ • 4 
i 5 .a 4 'i 9-36 . 5.8 .21.34 
18.47.16.23.20.35.4 • 7 

Dans cette marche les cases extrêmes i , O4, permettent de passer 
de chacune à huit autres cases , comme on le voit ici : 
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I j 2, (), 8,3 G,/jB, 44> 5o, 5a. . a 
<>4 I <!3,37,5, i(), 17,%, 27, 55. ..b. 

Maintenant si a étant un noniBre île la [)reniière série, on trouve 
U — I parmi les termes b de la seconde série, on pourra former 
une marche rentrante de ces deuv parties 

i.2 ...a— I I (I4.G3... -fl.. 

Or c’est ce qui arrive en faisant « = (> et « = 5o, puisque 5 et 
4q se trouvent parmi les nombres b. On obtient doue les deux mar- 
elles l'entrantes que voici : 

1.2.. . 5 I (; 4 .fJ 3 ...(; 

1 . 2 . . . 1 64 . G3 . . . 5o. 

Il eu résulte les deux tableaux suivants : 


1 3 . 58 . 4 1 . a8 . 1 9 . 1 6 . 3q . 3o 
43.27. i 4-59'.4 o . 29. 8 .17 
57. 12. 43.20. I 5. 18. 3i .38 
44.21 . 26. 1 I .60. 7 . 2 . 9 
25.56. 45. 6.1. 10.37.32 
22. 53. 24- 61 .48.33.64. 3 
55. 4G. 51.34. b ,62.49.36 
52.23.54.47.80.35. 4 .G3 
M 


57 . I 2 . 2g . 42 . 63 . 60 . 3 I . 40 
28 . 43 . 58 . I I . 3o . 4 1 • 5a . 61 
1 3. 56. 27 .64 . 5g. 6a. 3g . 3a' 
26.49.44- 55. 10. 5i . a .53 
45.i4.a5.5o. I .54.33.38 , 

48.17.46.9.22.37.6.3 , 

I 5.24. >9. 36 . 5 . 8 . 21.34 
18.47- 16. a 3 . 20.35. 4 . 7 
N 


Nous connaissons déjà trois mat'cbcs rentrantes, (|iii donnent cha- 
cune deux manières de résoudre le prohlèine à partir d’une case 
donnée. Nous allons faire voir de plus que choque tableau comme 
M en fournit trois autres qui résolvent également la question. 

(478) Mais d’abord nous observerons que pour comparer plus 
aisément entre elles les différentes marches rentrantes qu’on peut 
trouver et dont le nombre est sans doute très-grand, il est bon de 
convenir qu’on mettra constamment i .à la première case à gauche 
de la dernière ligne. C’est ce qui se fera pour le tableau M en 
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retraiichuiit 5 i des nombres supérieurs à 5 i et ajoutant i 3 à tous 
les autres, opération qui se pratlcpiera semblablement pour tout 
autre tableau. Voici en conséquence la nouvelle forme que pren- 
dront les tableaux M et N. 

a 6 . 7 . 54 - 4 ' • 3 » • aq . 5 a ./j 3 4 ® - Sq. la . a 5 . 46-43 - '4 - a 3 

55 . 40.37. 8 . 53.4a.3> - 3 o 1 1 . aG.4 1 • 58 . i 3 .-ji 4 . 35.44 
6 . a 5 . 56 . 33 .a 8 . 3 i . 44 - 5 i 60. 3 q. io.47-4*-45-aa. i 5 
S7.34.39.a4. y .ao. i 5 .aa 9 . 3 a . 37 . 38 . 57.34 . 49- 36 

38 . 5 . 58 . 19. iVa 3 . 5 o .45 a8.6i. 8 .33.48.37. 16. ai 

35 . a .37.10.61.46.13.16 3 i. 64.39. 56 . 5 .ao. 53 . 5 o 

4 . 59.64.47 • 18. I I .63.49 7 • a . 19.53 . 55 . 4 • >7 

1 . 36 . 3 .60.63.48. 17 . 13 I . 3 o. 63 . 6 . 3 • i 8 . 5 i .54 

01 ) (N) 

Étant donné le tableau (M), par exemple, on pourrait faire tourner' 
ce tableau autour de la diotçonale passant par la case 1 , de manière 
que la lii^nc horizontale 1 . 36 . . . la prît la place de la ligne verti- 
cale i,4.**a6, et nk’iproquement. Mais comme la position des 
cases, les unes à l’égard des autres, serait toujours la même, nous 
considérerons ces deux formes comme n’en faisant qu’une seule. 

On peut aussi en conservant le nombre t à la première case, changer 
les nombres des autres cases, en mettant au lieu de chaque nombre 
son complément à 66. De cette manière le tableau M en fournirait 
un sei-ond que voici : 

4 o . 5 g . I a . a 5 . 34 . 37 . 1 4 • a 3 
I I .a 6 . 39. 58 . 1 3 . 34. 45.36 
60.4 I ■ 10. 33 . 38 . 35.3 a. I 5 
9 . 3 a. 37. 4 a. 57.46.51 .44 

-1 a8.6i. 8 .47-5a. 43. 16.31 

3 i. 64. 39. 56 . 5 .20.53. 5 o 
62 . 7 . 2 . 1 9 . 48 . 55 . 4 - J 7 
' ■ • 1 . 3 o . 63 . 6 . 3 . 1 8 . 49 ■ 54 

. ■ ' ' H 

Mais ce second tableau qu’on jieut regarder comme l’inverse ou le 
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réciprcMjuedu premier, ne douiie réellement aucun nouveau moyen 
de résoudre le problème. Car la eas<‘. de réclufpiicr cpii est marquée 
20 dans le tableau (Mj, est marquée G6 — 20 ou 4 R dans le tableau 
(rn), et les deux marches tpii résolvent le problème dans le tableau 
(VP/ ne dinèrent des deux marches qui le résolvent dans le ta- 
bleau (/«) (pi'en ce qu’elles sont notées par des nombres dilTérents. 
Par exemple, la marche indicpiée 20.2[ .23. . .C> 4 . 1 .a. . . 19 dans 
le tableim (M) , occupe successivement les memes cases de l’échiquier 
que la marche indiquée 4<» • 45 . 44 a . i . (>4 • • • 47 «laiis le tableau {rn). 

(47<)) Maintenant pour opérer de véritables changements dans 
le tableau (M'j, il faut siqiposer que ce tableau, qui a pour base la 
ligne liorizonlale 1 . 3 (>. 3 . . . 12, prendra successivement jmiir base 
chacun des trois autres côtés de l’échiquier. 

Si on prend pour base le côté 12.49. 16. . . 43 , il faudra retran- 
cher Il de tous les nombres, ce qui donnera la nouvelle (orme 


54 ■ 57 . a 4 . . 40 . 59 . 44 • ' 5 
3 . 6 . 4 B. 55 . 58 .a 3 . i4 • 29.Ü0 
56 . 53 . aG. 47.28.45. 16.43 
4 g. 36 . 63 . 8 . i 3 . aa .61 . 3 o 
5 a. 7 . 5 o. 3 . 6a. 17. 4 a. ai 
37.64.35.12.9.20.31.18 

6 . 5 I . a . 3 g . 4 . 33 . i o . 4 i 

I . 38 . 5 .34.1 1.40.19.3a 

(M I) 

Les deux autres côtés 43 . 5 a. . .26, et 26.55. .. i , donneront sem- 
blablement les deux tableaux qui suivent. 


34 . 3 g. 6 .21 . i 8 .a 5 . 58 .a 3 
7 .20. 33 . 40. 5 .22. 17.26 
38 . 35 . 4 • 19.32.59.24.57 
3 . 8 .45.36.41.16.27.60 
44.37.4^.31.46.61.56.15 
9 . 2 . 53 . 5 o. 55 . i 4.47.*8 
5a.43.64. 1 1 . 3 o. 4 g. 6 a. i 3 
I .10. 5i .54.63. 12. 29.48 
(Ma) 


18. 5 . 26.61 .20. 55 . a4 . 5 i 
27 .60 . 19. 54 . a 5 . 5 a . 37 .56 
4 .17. 6 . 5 g . 62 . a 1 . 5 o . a 3 
7 .28. 3 . 48 . 53 . . 36 . 57 . 38 
16.47. ® . 63 . 58 . 49.22 . 35 
ag . a . 3 i . i 4 . 33 . 1 a . 3 g. 4 a 

46 . 1 5 . 64 . 9 . 44 . 4 1 . 34 . 1 > 

I . 3 o. 45. 3 a. i 3 . 10.43.40 

(M3) 
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Ainsi toute marche rentrante, comme celle qui est représentée par 
le tableau (M) , en fournit trois autres représentées par les tableaux 
(M I ) , (M a) , (M 3) ; et puisque chaque tableau donne deux solutions 
du problème, les quatre tableaux en donneront huit. Nous avons 
formé d’ailleurs deux autres tableaux (VI) et (N) semblables au ta- 
bleau (M); ainsi nous connaissons déjà a/i solutions du problème 
^çénéral, et il serait facile d’en trouver un beaucoup plus grand 
nombre. 

(48o) En effet, prenons encore pour exemple le tableau (M), et 
supposons que de la case A on puisse passer aux cases n ,b ,c , etc., 
et que de la case A +• t on puisse passer aux cases n' , b' , r , etc. , 
ce (|ue nous exprimons ainsi : 

\\a ,b , c 

A + I j rt' , y , c' 

Si |>anni les nombres c', etc. , il se trouve le nombre n-i- i , on 

pourra de la marche rentrante donnée par le tableau , déduire une 
autre marche pareillement rentrante, savoir: 

n, a — i,« — a...A-l-i | + 

Il faut seulement excepter le cas de a =A i , et celui de A =« + t 
qui ne donnent aucun résultat. 

C’est ainsi qu’on peut déduire du tableau M les onze niarehes 
rentrantes qui suivent : 


58.57 

. . 10 

1 59. Go.. 

.64.1.2 

3 .. 

9 

59.58 

..Il 

1 ()o . 6 1 . . 

.64.1.2 

3 .. 

10 

53.52 

. . 25 

1 54.55.. 

.64.1.2 

3 .. 

24 

37.36 

. .25 

! 38 . 3 g.. 

.64.1.2 

3 .. 

a 4 

54.53 

..34 

1 55 . 56 .. 

.64.1.2 

3 .. 

33 

. 23 . . 

1 .64 

. 63... 38 

25.26. 

.37 


.61 . . 

.... 

46 

63 . 64.1 

. 2 . 

.45 

. 23 .. 

1 .64 

63 ... 54 

25.26. 

.53 


. 3 a. . 

1.64 

. 63... 55 

34.35. 

.54 


. 9 .. 

1 .64 

63 . . .60 

11 . 12 , 

.59 


.44.. 


I . 64 . 63 

46.47.. 

.62 



. ai 
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[je premier uircuit se tracera d’après le tableau (M), en retranchant 
de 68 tous les nombres de lo à 58 , et laissant les autres nombres 
tels qu'ils sont; on formera ainsi le nouveau tableau 

4 a. 7 . 14.a7.36.39. i 6 .a 5 
i 3 .a 8 . 4 i. 8 .i 5 .aG. 47.38 
6 .43. la. 35. 40-37. ■a 4 >7 
1 1 . 34 - a 9 . 44- 9 .48.53.46 
3 o. 5 . 10.49.54.45. 18. a 3 
33 . a . 3 i . 58 . 6 i .aa. 55 . 5 a 
4 .59. 64.31. 50.57. 6a. 19 
I . 3 a .*3 .’ 6 o. 63 .ao. 5 i .56 

Si l'on forme de même les 10 autres tableaux qui résultent des 
circuits indiqués, on aura dou4e tableaux principaux qui sont sus- 
ceptibles chacun de quatre formes, ce qui fera en tout 46 tableaux 
donnant chacun deux solutions du jiroblème général. 

( 48 i) Pour déduire du circuit représenté par le tableau (M) onze 
autres circuits semblables, nous n’avons eu besoin que de |>artager 
le premier circuit en deux parties qui s’ajustent convenablement; 
mais on pourrait partager le même circuit en trois ou en |>lus grand 
nombre de jiarties, demanièreà faire toujours un circuit rentrant, ce 
(|ui donnerait de nouvelles solutions , en nombre presque indéfini. 

Stqtposons , par exemple, que passant de la vase a à la case h, 
et de la ca.se a -t- 1 à la case e, on puisse passer en même temps 
de la case b ~ \ à la case c-t- i , ce que nous exprimerons ainsi : 

a\h, a + i \c, b — 1 | c + 1 , 
on aura cette nouvelle marche rentrante composée de trois parties 
c -M .CH- 2. . .64. 1 .a. . .a j b.b \ I . . .c | a + i .a + a . . . i — 1 : 

elle suppose seulement 4 > a 4- a et c>i. 

Un exemple tiré du tableau (M) donnera cette marche toujours 
rentrante 

54 . 55 . . . 64 • > • > 9 I 34 . 35 ... 53 I ao . 2 1 . . . 33. 
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Pour former le tableau qui la représente, il faudra dans le ta- 
bleau M, i‘ laisser à leur place tous les nombres de 54 à 64 et de 
I à 19; ^'diminuer de i 4 tous les nondiresde 34 à 53 ; 3 * augmenter 
de 20 tous les nombres de ao à 33 . Voici le résultat de cette opé- 
ration 

46. 7 .54 -27. 5 s. 49 . 38 . 29 
5.5.36.47. 8 .39.28.4' . 5 o 

G . 45.56 53 . 48. 5 i. 30.37 
57.20.35. 44 - 9 .40'>5.42 
24. 5 . 58 . 19. i 4 - 43 . 36 . 3 i 
21. 2 .a 3 . 10.61 .32 . i 3 . 16 
4 . 5 g . 64 . 33 . I 8 . r I . 63 . 35 
I . 22 . 3 . 60 , 63 . 34 . 1 7 - 1 2 

On trouverait, suivant les mêmes principes, beaucoup d’autres 
marches rentrantes; d’où l’on voit combien le nombre des solutions 
peutètre multiplié, dès qu’une fois on connaît une marche rentrante. 

( 48 aj On peut im|x>ser des conditions particulières qui diminue- 
ront le nombre des solutions, mais il sera encore très-considérable. 
Supposons, par exemple, que l’on veuille renfermer les nombres 
1 . 2 . 3 — 32 , dans les quatre lignes inférieures du tableau, et les 
32 autres dans les quatre lignes supérieures, on satisfera à la pre- 
mière condition de la manière suivante : 

3 .36. 7 . 3 a. 1 .20. 1 5 . 18 • 

8 . 3 i . 2 .27. 6 .17.12.21 
25.4.29.10.23.14 19. >6 
3 o. 9 .24. 5 .28. 1 1 .22. 1 3 

Et si on ajoute 3 a à tous ces nombres, on aura quatre autres lignes 
contenant tous les nombres de 33 à 64. Mais cette seconde partie 
ne pourra pas s’ajuster avec la première de manière à former un 
seul tableau de 1 à 64. 

Pour reinjilir cette seconde condition Euler donne la première 
partie ainsi distribuée: 

• 21. 
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ai. 7 . 3 a. I .a 4 -i 3 .i 8 .i 5 
3 i.a.a 3 . 6 .i 9 .i 6 ,a 7 .ia 

8 . at . 4 .39.10.15.14-17 
3 . 3 o . 9 • 30 . 5 . 38 . i I . 36 

Il prescrit ensuite d’ajouter 3 a à tous ces noinhres et d’éci'ire le 
résultat dans un .sens inverse en prenant les nombres de gauche 
à droite, et faisant de la dernière ligne la première. Cette seconde 
partie ajustée à la première donne le tableau complet. 

58.43.60.37.53 .41 .t) 3 .35 
49.46.57.43.61 36.53.40 
44 • 69 . 46 . 5 I . 38 . 55 . 34 ■ 63 
47 *50.45. 56 . 33 . 64 .39. 54 
«....33.7.33. I .14. i 3 . 18. i 5 • • • 

3 i. a .a 3 . 6 .19. 16.37. la 
8. 31. 4. 39. 10. 35.14.17 
3 . 3 o . 9.30. 5 . a8 . 1 1 . 36 

ou Ion voit que les nombres opposés, dans les deux moitiés sépa- 
rées par la ligne ab, difïêrent constamment entre eux de 3 a. Ainsi 
on a 58 — 9.6= 3 a, D7 — a 5 = 3 a, etc. La même propriété subsiste 
dans les qnatie formes dont ce tableau est susceptible. 

Comme on peut passer de la case 1 à 1 6 et de la case 64 à 1 5 , on 
peut changer la marche précédente en celle-ci 1 .2...i5 | 64. 63 . ..16, 

d'oii résulte ce nouveau tableau : 

* 

58.43.60.37. 5 a. 4 I .6a 35 
49 • 46 • 57 . 43 . 6 I . 36 . 53 . 4o 
.44.59.48.51. 38 . 55 . .34 . 63 
47.50.45.64.33.64.39.54 

“• • • * 33 . 9 . 3 a. 1.5.34. 3 . 18. ■ ■ ■ ■ - b 
3 i . i4-33. 10. 19. 16.37. 4 
8 . a 1 . 13 . 39. 6 . u 5 . a . 1 7 
I 3 . 3 o. 7 .30. I I . 38. 5 .36 

Mais ce tableau, où l’on n’a changé que la moitié inférieure, n’a plus 
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la |>ro|)rk*té du prtkédeiil , relative à la différence des iiombi'es seni- 
hlabieinent placés. Pour la lui conférer, il faudrait former la partie 
supérieure du tableau en ajoutant 3a aux nombres delà partie in- 
férieure et plaçant ces nombres dans un ordre inverse. 


(483) Si l’on voulait savoir combien le problème proposé petit 
avoir de solutions, voici un moyen qu’on pourrait employer dans 
cette recherche, qui est d'une nature très-difïicile. Nous avons trouvé 
au moins oo marches qui donnent chacune deux solutions , et ces 
DO marches peuvent être assiijéties à la notation de l’art. 478 qui 
les distinguera de toutes les autres. Supposons que par des procédés 
semblables on forme un nombre de marches beaucoup plus grand 
que. DO et assujéties à la même notation. Soit ce nombi'e =n, et 
soit N le nombre de toutes les marches possibles qui, étant diffé- 
rentes les unes des autres ^tisfont toutes au problème. Il arrivera 
nécessairement, lorsque n sera suffisamment grand, que parmi les 
n marches trouvées, il y en aura quelques-unes qui seront égales, 
de .sorte que le nombre n se réduira à n — a marches différentes. 


Cela posé on trouve aisément l’équation ” ^ = i — 

d’où résulte N = ^, valeur d’autant plus approchée que n sera 
plus grand. 
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quelles sépnrarit la racine r*=i, il restera pour les racines de 
l’équation X = o, ces n — 1 valeurs : 


X 


r,r\ r’ 


r— . 


En général donc sera une racine quelconque de réquation 
X = o; pourvu que « ne soit ni zéro ni multiple de n. 

Awc cette restriction il n’y a que n — 1 valeurs différentes com- 
prises dans l’expression x = r“; car si on avait a = nk + i, il est 
clair qu’on aurait r“ = r', puisque r"= i ; et par la même raison , on 

*. — -a 

aurait aussi r =r =r 

D’ailleurs on prouve aisément que les /i — i valeurs précédentes 
sont différentes entre elles; car si on avait r“=r 6, a et é étant plus 

petits que n, il en résulterait r'= 1 , i étant ± (a — ê) et par con- 
séquent plus [letit que n. Mais comme n est un nombre premier, les 
deux équations r“= i , r*= 1 , ne sauraient avoir lieu ensemble, à 
moins qu’on n’eût r= 1 , cc qui est contre la supposition. 

(4<^6) Cela posé, le polynôme X peut être mis sous la forme 
X = (x — r) (x — r*) (,r — r*) (x — r’~'). 


Et comme on peut mettre r' , ou en général r“ au lieu de r, on aura 
aussi 

X = (x — r‘)(x — r*){x — r‘) (x — r”“’), 

et en général, 

X = (x — r*) (x — r (x — r 3 “) (x — r" “ ~ 


Donc puisque le second terme du polynôme X a jjour eoeflicient 
4- I , on aura 


et en général , 


a sa 3 a 
0=1 + r 4* r -4- r - 


+ r'~\ 
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é<|uatioiis qui ont lieu sans désigner celle des racines de l’équation 

X = O qu'on prend pour r. 

(487) « Théorème. Soit (p(r, u, etc.) une fonction rationnelle 
<1 et entière (i) des racines r,s,t, etc. de l’équation X=o , ou seu- 
il lenient de quelques-unes d’entre elles; si dans cette fonction on 
« .substitue successivement, au lieu des racines r,s,t, etc., leurs 
« carrés, leurs cubes, et ainsi jusqu’aux puissances de l’ordre n, 
« lesquelles se réduisent toutes à l’unité; je dis que la somme des n 
« fonctions ainsi formées , 

« <p{r,i , <, etc.) ,s' ,t\ etc.)-t- + 9(r",i',r, etc.), 

« sera égale à un multiple de n. a 

En efïét , chaque terme en particulier de la fonction ç étant de 

la forme A . .,et lesracines j, ï, «, etc. étant des puissances 

déterminées de l’une d’elles r, il est clair que ce terme se ré<luira tou- 
jours à la forme A r‘, où l’on p»eut supposer t < n. Donc la fonction 
entière ^(r, j, t,u, etc.) se réduira à la forme 

A' -t- AV -t- A'" r’ - 4 - AW r’~'. 


Si l’on met ensuite r’ à la place de r, ce qui change en même temps 
s en s’, t en t’ , etc., la fonction t‘, «’,etc.) sera représentée 

par 

A' -I- A' -t- A"V^ A<*' r”~‘ , 

et en général la fonction 9 (r“, j“, etc.) le sera par 
A' + AV“-+-A"V’“ - 4 -A«r("- 


Donc la somme de toutes ces fonctions jusqu’à 9(r*,.r", f, etc.) in- 
clusivement , sera 


(1) On appelle fonction rationnelU et entière des quantités r, u, etc. toute 

fonction composée de tant de termes qu*on voudra , de la forme Ar s / ' , etc., 
A étant un entier. 
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n A' + A" (r + r’ r* r*) 

+ A"'(r-+r<-l-r‘ r“) 


H-A<*)(r"-'4-r*— ' + 


quantité qui se réduit à n\' (n* 486), et par eoii 3 é<]uetit est un mul- 
tiple de n. 

Il est bien à remarquer que ce théorème a lieu , quel que soit le 
nombre des racines r, s, t, etc. qui entrent dans la fonction f. 

(488) THÉoaiME. « Si le polynôme Z=a?“ -t- Ax“~‘ -t- B 
« C etc. , dans lequel les coefficients A , B, C , etc. sontentiers, 

« est divisible par le polynôme P ax’~'+ etc., dont 

« tous les coefficients a, b,c, etc. sont rationnels; je dis que ces 
* derniers doivent aussi être des nombres entier*. » 

Car après avoir réduit tous les termes de P, excepté le premier 

a;*, à un même dénominateur , soit ce dénominateur = «•* A, «** étant 
la plus haute puissance de l’un des nombres premiers qui en sont 
diviseurs; on pourra supposer (n° i4), 


P=P' 



P' , P", P"' étant des polynômes en x dont tous les coefficients sont 
entiers, le premier du degré n commençant par x", les deux autres 
du degré n — i au plus. Si on appelle Q le quotient de Z divisé par 
P, on pourra faire semblablement 


Q=Q' + ^ + 


Q» 


Cela posé, le produit PQ devant se réduire à un ppiynome dont 

p»0*’ 

tous les coefficients sont entiers, il faudra que le terme — ^ dispa- 

caisse de tui-mème, puisque les autres u'oififrent dans leurs dénomi- 
nateurs que des puissances moins élevées de a. Donc l’une au moins 
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des quantités P' et Q"est nulle : ee ne j>eutètre P“, puisque P con- 
tient dans ses dénominateurs; donc on a Q’.= o, donc a ne se 
trouve pas dans les dénominateurs de Q. I,a même chose |>eut se 
dire des autres nombres premiers qui entreraient comme diviseurs 
dans les eoefïiçienls de P. Donc le quotient Q ne contient aucune 
l'raetion et doit être une fonction entière. Cela jiosé on aura. . . 
P'O P"' O 

Z = PQ= I’'_Q H h "'“'S puisque Z est une fonction en- 

a^ 

P”Q 

tière , il faudra que — ^ en soit une aussi; or d'une part la fraction 

a** 

P " 

— est censée irréductible, d’autre part le quotient Q,dont le premier 

a** 

terme est n’est point divisible par a*^. Donc le polynôme P ne 
|)eut contenir dans scs coefficients aucun terme fractionnaire. 

(48q) Théorème. « Le polynôme X, dans lequel n est toujours 
« supposé un nombre premier, ne j>eut se décomposer en deux 
« facteurs rationnels. » 

Car supposons que le polynôme X du degré ri — i , ait pour fac- 
teur le polynôme de degré inférieur 

P = x'* + ax' ' -t- hx* “ -i-hx -t- k, 

il faudra , par le théorème précédent , que tous le-s coefficients a ,(> , 
c, etc. soient des entiers. De plus on peut observer que v doit être 
pair et positif; car si ces conditions n’avaient ])as lieu à-la-fois, 
l’équation P=o aurait au moins une racine réelle, laquelle serait 
aussi une racine de l’équation \ = o: or <in sait que celle-ci n’a que 
des racines imaginaires. 

Soient r,s, t, a, etc. les racines de l’équation P = o, en .sorte 
iju’on ait l'é’quatioii identique 

P= (j.' — r){x — j) (a: — < ) (jr — «) etc.', ' 

le nombre des facteurs x — r, x — s, etc. étant v. On fieut donner 
une valeur quelconque à x dans cette équation; soit donc x— 1 , 
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et appelons p' ce que devient P ; nous aurons 

// = (!— r)(i—j)(i—Q(i—«) etc. 

la; nombre p' aura aussi pour valeur i + a + l>-t-c + etc. , et ainsi 
il sera entier; de plus, il devra être positif, puisque toutes les racines 
r,s,t, etc. sont imaginaires. 

Au moyen de l’étpiatioii P — o, dontles racines sont r,s,t,u,(‘tc., 
il est aisé de fornter une autre équation P^“^=o, dont les racines 
soient r“, s“, etc.; et pree (jue les coefficients du polynôme P 
sont entiers, le premier étant = i, ceux du polynomedu même degré 

P seront pareillement entiers, ainsi qu’il résulte des formules con- 

(ot) 

nues. Donc si on fait x= i dans cliacim des plynomes P^ % et que 
les nombres résultants soient sucee-ssivement 

p- =(i — r*) (i —s') (i — r) (i — «•) etc. 

p"={i — r*) (1 — ■r') (« — f’) (1 — «*) etc. 


>=(i— r— ;(i— ■) etc., 

il est clair que tous les nombres p',p ,p \ - ■ ■ />**“'* seront des en- 
tiers |>ositifs. 

Maintenant si on multiplie toutes ces éfjiiations entre elles, et 
«lu’on observe que par l’é<|uation K — (x — /•) (x — j)(x — r), etc., 
on a pour cliacuiie des racines r,s,t, etc. 


(i— r)(i— r*)(i— Z*’) (‘ -r—)==n 

(i— j)(i— J*)(i — ^) (i— r-) = n 

etc. 


le produit sera 


/'PP 



Mais puisque toutes les quantités p' >p" /o'’“'’sont des entiers 

aa. 
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|M>sitifs, et que leur nombre n — i surpasse v, il faut , pour que leur 

produit soit que quelques-unes d’entre elles soient égales à « ou 
à une puissance de «, et que d’autres soient égales à l’unité. Le 
nombre de celles-ci ne peut être moindre que n. — t — v; si 011 l’ap- 
pelle h, il est clair que la somme p +p' + p p^‘~''> sera de la 

l'orme k + An. Or on a démontré (n“ 487 ) que la même somme, en 
y comprenant p^’\ qui est zéro, est un multiple fie n. Il faudrait 
donc qu’on eût k -4- A« = B«, éfpiation impossible, puisque k est 
<v et >« — I — V, ou =/i — I — V. Donc si P est diviseur de la 
fonction X , les coefficients de P ne peuvent être des nombres entiers. 
Donc la fonction X ne jieiit avoir que des facteurs irrationnels. 

Rcnian/ue. Ce théorème n’aurait pas lieu si n était un nombrccom- 
j>osé ; eu effet soit « = a 6 , « et 6 étant deux nombres impairs, premiers 

ou non premiers, on pourra faire X= _ x 1 x — — Ainsi 

* ' X I 


en appelant P le polynôme 

le polynoi 
X = PQ. 


X 


, , «6 —a aê — 3« ^ - 1 • 

le polynôme x x ■+■ etc. égal 1 


-1- etc. égal à ‘ et Q) 


, 011 aura. 


( 4 <)o) Puisqu’il est démonti-é que le polynôme X ne peut avoir 
aucun facteur rationnel, n étant un nombre premier, la résolution 
de l’équation X = o lu; peut se faire qu’en décompo.sant X en fac- 
teurs irrationnels. Or la théorie que nous allons exposer, d’après 
M. Gauss, a pour but de démontrer cette proposition très-générale: 


« Ayant décomposé n — i en facteurs premiers a,h,c, etc., de 

« sorte qu’on ait n — i etc., je dis que la résolution de 

« l’éfjuationX=o, ou, ce qui revient au même, celle de x’"— i =0, 
« pourra toujours se réduire à la résolution de plusieurs équations 
« de degré inférieur, savoir: a éfjuations du degré a, 6 du degré A, 
« y du degré c, et ainsi de suite. » 

Par exemple , si l’on a n = 78 , ce qui donne « - i a* . ,'î* , la ré- 
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solution de l’équation x ’’‘ — i =o s’elfeotuera moyennant trois équa- 
tions du second degré et deux du troisième. 

Si l’on a « = 17, ce qui donne n — i =a% la résolution de l'étj na- 
tion X’’ — I =0 se réduira à celle de quatre équations du second 
degré. On peut donc <liviser géométriquement la circonférence en 
dix-sept |>arties égales, c« qu’on était loin de regarder comme pos- 
sible avant la démonstration de M. Gauss. 

En général , si le nombre premier /* est de la forme 2" -t- i , on 
pourra réduire la résolution de l’équation x“— 1=0 à celle de m 
équations du second degré; il ne faudra même que m — i de ces 
équations , s'il s’agit de la division du cercle en n parties égales. 

Observons que 2“ -t- i ne pourrait être un nombre premier, si iii 
était imjMiir ou qu’il eût seulement un diviseur impair , car a’*"*" -t- 1 

a pour facteur 3 , et a“^-t- i a pour facteur a“-t- i , si ê est impair. 
Donc 2" -I- 1 ne pourra être premier que lorsque m sera une puis- 
sance de 2, et cependant il ne sera pas premier toutes les fois que 
m sera une j>uissance de 2; car il y a exception lorsque w=2*=32. 

Après les cas de w? = i , a , 4 , q"' sont déjà connus, si l’ofi prend 
celui de w = 8 , il en résulte n = a‘ -I- i =257, qui est un nombre 
premier. Donc on peut diviser géométriquement la eircontéreiiee 
en 267 parties égales, ce qui se fera au moyen de sept équations du 
^ second degré. 

I.ia division géométrique peut se faire aussi en a 55 et aôf» parties, 
puisque a 55 = 3 . 5 . 17 et 2r)6=2*; de sorte que les trois nombres 
consécutifs a 55 , aôG, 2")7, ont la propriété de diviser géométrique- 
ment la circonférence. Dans les tiondires inférieurs, il faudrait des- 
cendre jusqu’à i 5 , 16, 17, pour renconti'cr une send)lable propriété. 

Et parce que a'* 4- 1 =65537 est aussi un nombre premier, si on 
remarque que 2'* — r=(2' — i).(a*-t- i)= 255.267, on verra que 
les trois nombres consécutifs 65535 , 65536 , 65537 , quoique très- 
grands, jouissent encore de la même propriété. Mais on ne peut con- 
tinuer immédiatement cette suite, parce que a’’ -t- i n’est pas un 
nombre premier. 
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( 491 ) Toute racine de l’équation X=o pouvant être représentée 

par a n’étant ni /.éro ni multiple de n, nous désignerons cette 
racine par l’expres.sion abrégée («). Cela j>osé, deux racines (*) et 
(Ç) seront les mêmes si a — ê est divisible par n, et différentes s’il 
n’est pas divisible. De plus, il suit de l’origine de ces racines que le 
produit (a) X (€)=(« -h e),etquela puissance (a)" = (ma), propriétés 
analogues à celles des logarithmes. On observera aussi qu’on a (o)= 1 , 
(//}= 1 , et en général (An) = i , puisque ces expressions représen- 
tent qui sont égales à l’unité. 

Toutes les racines de l’équation X=o sont représentées par la 
suite ( 1 ), ( 2 ), (3). . .(n — i); mais comme au lieu de r on peut prendre 

eu général r“, pourvu que a ne soit pas divisible par «, ces mêmes 
racines seront re|irésentées par la suite (a), ( 2 a), (3a). . .(« — 1 .a), 
(jui ne différera de lu première que par l’ordre de ses termes. 

''49'-'-) Considérons maintenant l’équation indéterminée 

z ‘-‘ — I =3R.(rt) dont le second membre désigne un multiple quel- 
conque de /I ; on suit (jue les n — i racines de cette équation, sup- 
posées positives et moindres que n, sont la suite des nombres na- 
turels 1,2,3.. .n — I ; on sait en même tenqis qu’il est toujours 
possible de trouver un nombre dont les puissances successives 
donnent toutes les racines de la même équation ; de sorte que la 
suite^,^, . ■g'-', ou ce qui revient au même, la suite i , g, • 

g*,. . .g'“’, donne, en omettant les multiples de «, les mêmes termes 
qui sont contenus dans la suite i , 2 , 3. . ./f — 1 , mais rangés dans 
un ordre différent ( 1 ). 

Ce nombre g qui, rapporté au nombre premier n, se désigne 


( 1 ) On peut conclure de là qu'un omettant le* multiples de n le produit 
<’ e’ • • -g”” uu est égal au produit i.a.3...n — i. Mais puis- 
que par la propriété du nombre ^ on doit avoir — 1 , et par consé- 
quent — I, il s'ensuit que le produit 1 .2.3. . .n — t au- 

l’inenté de l'unité est divisible par n, ce qui est le théorème de Wilson (n“ i.3o). 
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sous le nom demctne primitive, est tel qu’on a et qu’aiicuiie 

puissance de g, dont l’exposant est moindre que n — i , ne peut se 
réduire à l'unité, en omettant les multiples de n. Et comme// — t 

est un nombre pair, la même propriété ex i};e qu’on ait^*^”~‘^= — i 
et qu'aucune autre puissance de g dont l’exposant est moindre que , 
I (// — i), ne puisse se réduire à — i par l’omission des multiples 
de n. 

(493) Cela posé, a. étant tin nombre quelconque non-divisible par 
n, on pourra toujours]|trouver un exposant jt tel que ^ =«, c’est- 

à-dire, tel que g^ — a== 3 it(/i). Car le nombre a diminué, s’il y a 
lieu, du multiple de n qu’il peut contenir, est compris dans la suite 
équivalente , quant aux restes delà division par//, 
à la suite i , a , 3 . . .// — i. 

Au moyen de la racine primitive g’, on peut donc exprimer toutes 
les racines de l’équation X = o par (a),(ag’),(ag'). . .(«g’*—), a étant 

un nombre quelconque non-divisible par n, car en faisant a=g^, 
cette suite devient 

(«f). 

et parce que le terme suivant ■g'* 

on voit que cette suite est circulaire ou rentrante sur elle-même . 
et qu’on peut la commencer par un terme quelconque, de sorte 
quelle est équivalente à la suite (g’),(g’’)» 

(4o4) Ces mêmes racines seraient également ex jjri niées, mais dans 
un ordre différent, par la suite (a),(aG), fa(l'),. . .(a(>'~‘), si (i 
était une autre racine primitive de l'équation s"~' — i=on,(//). ( li- 
on sait (n' 34 i) que pour un même nombre premier n, le nombre 
des racines primitives qui satisfont à l’équation z '~' — i =0tL(//), est 
toujours le même que celui des nombres premiers à // — i et plus 
petits que // — [.Ainsi pour n — l\\ ily a ibdeces nombres, savoir: 

1), 7, 1 1 , 12; i 3 , i 5 , 17, 19; 22,24, 26, 28; 29, 3 o, 34, 35 ; ils s< 
déduisent tous des puissances de l’un d’eux en omettant celles dor 
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\es exposants ont un diviseur commun avec n — 1 ; ce sont dans 
ce cas les puissances dont l’exposant est impair et non-divisible 
par 5 (1). 

(495) Soit k un diviseur quelconque, premier ou non premier, 
de /I — I , en sorte qu’on ait n — 1 = m^,- si à partir d’on terme 
quelconque de la suite(i), (g"), (g’’). . comprenant toutes 

les racines de l’équation X =0, on forme une nouvelle suite : 

cette suite ou période composée d’un nombre m de termes , pourra 
toujours être regardée comme circulaire ou rentrante sur elle-même, 

puisque le terme qui suivrait le m’“* terme , est égal aupre- 

mier (g-‘), en vertu de l’équation conditionnelle * = i. 

On peut donner à \ toutes les valeurs depuis 1 jusqu’à k, on 
aura ainsi un nombre k de périodes composées chacune de m ter- 
mes. Appelons en général {m : g'^) la somme des m racines qui com- 
posent la période dont g^ est le premier terme, nous aurons suc- 
cessivement 

+ + + 



("* : g')={g')Hg^'^'') + 

+ 

11 est visible que les k périodes., composées chacune de m termes. 


(i) Voici , d'après Euler , la plus petite valeur de^ pour tous les nombres pre- 
miers de 3 à 4i< 

A I 3, 5, 7, II, v3, 17, 19, a3, 99, 3i, $7, 41 
ë \ *' 
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comprennent toutes les racines de l'équation X = o, [)uis<|ii’on y 
trouve tous les termes de la suite (g')t (g'^) • • •(g’~’)> 

décomposition semblalile aura lieu pour toutes les autres valeurs 
«le w et de /( dont le produit r/iA' est égal nu nombre donné « — 1. 

Il est essentiel de rcmarqiKir que si (a) et (ê) sont deux ternies 
d’une même jiériode, <;elte période désignée par (/«:«), peut l’être 
au.ssi pÿr (r/i :€); car puis«|ue toute période est rentrante sur «-Ik*- 
même, un terme quelconque peut être regarde comme le premier. 
C’est :.insi que la période désignée jiar (m : g*) dans le tableau |>ré- 
«•édeiit, peut l’être égabmient par (m: i), jiarce que son dernier 

terme I , ce qui donnera pour l’expression de la 

même p«;riode 

(m: i) = (i)4-(g-*)4-^’*).. 

(496) Ces propriétés relatives à la racine primitive g" ont lieu éga- 
lement par rapport à toute autre racine primitive G ;-mais ici il se 
présente une question à résoudre : c'est de savoir si, en conservant 
les mêmes facteurs ni et k dont le jiroduit —n — i , les X- périoiles 

«lésignées par (m : G^) seront les mêmes que les X |iériüdes désigué<*s 
par (rn '-g'). Voici comment l'aflirmative peut être démontrée. 
Proposons de comparer entre elles les deux périodes 

(m : g^) = {g'^-) + • • • -4- 

(;n ; Gl")= {G'^) + (Gl^ + *) -f (G** + “ . . . . + (C/ + ~ *). 

Pour cela j’observe d’abord qu’on jieut siip]K)ser G=g’“, a étant 
un nombre premier à wX; ensuite si on veut avoir Gl‘ = g’^'*' ou 

g^^=g^ ^”,il suffira de satisfaire à l’équation )i = ag — Xv, c’est- 

à-dire de diminuer le nombre donné ap du multiple de X «]u’il peut 
contenir , et le reste sera la valeur de y.. On trouve donc ainsi une 

valeur de X telle que la racine donnée (G^^) coïncidera avec la ra- 
cine (g-^ On trouvera de même que toute autre racine 

II. a3 
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(G** ■*■**), comprise dans la période (m; G*^), coïncidera avec une 
des racines comprises dans la période et puisque cliacu ne 

de ces périodes est composée d’un même nombre de termes inégaux 
entre eux, si chaque terme de l’une trouve son égal dans l’autre, 
il faut nécessairement que ces deux périodes soient égales, comme 
étant tontes deux la somme des mêmes termes disposés dans un 
ordre différent. • 

.'\ppliquant le même raisonnement aux autres valeurs de ji, on 
en conclura que les A périodes de m termes formées d’après la racine 
primitive G , ne diffèrent des k périodes semblables formées d’après 
la racine primitive g, que par l’ordre qui peut varier tant dans les 
• |jériodes entre elles que dans les termes qui composent chaque pé- 
riode. 

( 497 J Toutes les fois que m sera un nombre comijçsé, ce qui per- 
mettra de faire m = mk', chaque période de m termes telle que 
pourra être décomposée en un nondire k' de périodes de 
rn' termes, désignées par (m :g>^), en donnant successivement à ^ 
toutes les valeurs i , a, 3. . 11 faut concevoir pour cet effet que 
les m termes qui composent la période {m :g^)^ savoir, 

+ (s-' • • • • + , 

\ 

sont pris de deux en deux si A'=a , de trois en trois si k' =z3, etc., 
ce qui formera les périodes partielles au nombre de k ' , comme il 
suit : 

On voit de même que si /«' est encore un nombre composé et qu’on 


Digilized by Google 


CINQUIÈME PARTIE. 179 

fasse m =m" le" , chaque période de m' termes pourra se décom- 
poser en À" |)ériodes de m" termes, et ainsi jusqu’à ce que le der- 
nier terme de la série décroissante m,m\m",cXc. soit égal à l’imité. 
Dans cette limite la période se réduira à un seul terme, qui sera 
l’une des racines de l’équation proposée X = o. 

(498) Au reste commc/i — i est toujours un nombre pair, la forma- 
tion des périodes pourra toujours être dirigée de manière que les der- 
nières périodes à déterminer soient celles de deux termes”, lesquelles 
contiendront toujours deux racines réciproques l’une de l’autre, 
en sorte que (2 ; a) étant une de ces j>ériodes, on aura généralement 

(2 : a)=r“ -4- -I- r~“. On aura ainsi l’avantage de n’avoir 

résoudre dans le cours de l’opération que des équations dont 
toutes les racines sont réelles. Enfin connaissant par la dernière 
éijuation la valeur de la période (2 : a) par exemple, laquelle pourra 
toujours être représentée par 2COS. («., on aura l’équation 

r “=2Cos. [1, d’où l’on tire r“=cos.ji 1 / — isin.ji; et 
cette valeur d’une des racines de l’équation X = o suffit pour trouver 
toutes les autres représentées par la formule x=(cos. jx-t-l/ — isin.ji)* 
= cos. h^ + \/' — I siii. /•[<., k étant un ternie quelconque de la suite 
1 ,2,3. . .n — I. On sait d’ailleurs que ^ sera toujours un multiple 

de—. 

n 


(499) L’ordre des opérations qu’on vient d’indiquer est fondé sur 
ce que dans toute piTiode (/«:«) où m est pair et dont la valeur 
développée est (i) 

(m : «)=(«) +(a^*) -H 


le terme («) est toujours accompagné du terme (a g 


f]uicst le 


( 1 ) Cette formule, comprise dans celle de l’art. 497, propre à représenter 
toute période formée directement ou déduite d'autres périodes par des décom- 
positions successives ; car les nombres m et k peuvent être variés de plusieurs 
manières avec la seule condition que le produit mkz=n — i. 

23 . 
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incineqiie( — «), puisque = — i, c’est-à-dire qu’on trouve 

à-la-fois dans la même (jériode les deux termes r“ et r “ qui sont 
réciproques l’un de l’autre. Et ce qui se dit du terme (a) peut s'en- 
tendre de tout autre terme de la période, puisqu’on peut prendre 
un ferme quelconque j)Our le premier. Donc toute |)ériode (m : a) 
dans laquelle le nombre m est pair, est compo.séede deux parties, 
telles que les termes de l’une sont les compléments ou les ré<’ipro- 
(pies <les termes de l’autre. 

(5oo) Il reste maintenant à faire voir comment on peut former 
l’équation qui a pour racines les A' différentes périodes désignées 
par (w : a), ainsi que les équations qui servent à déterminer les |)é- 
riodes d«*croissantes (m : a), (/«"ta), etc. C’est ce qui deviendra 
facile au moyen du théorème suivant, dont l’importance est très- 
grande dans ce genre d’analyse. 

THÉORÈME FONDAMENTAL. 

« Soient (m : a), (/« : ê) , deux périodes setnhiables ou d’un même 
<e nombre de termes, mais d’ailleurs égales ou inégales; le produit 

« de ces deux jH-riodes étant nommé II , on aura, en faisant = 

« et , 

« n ; a-f- €) -f- (w r a// -4-€) *+- (ftl ; a//* -4- 6) . . . -t- (m • a h"" ' -t- €} , 

« c’est-à-dire «jue le produit n sera égal à la somme des périotles 
« semblables cjui contiennent les termes (« -t- 6), (a A 6),(a A’-i-6) 
« . . .(a A—' + ê). » 

En effet le développement des termes eontenus dans les deux pé- 
riofles propo.sé<“s donne 

(m : a)=(a) + (aA) -t-(aA’) -4-(aA*“') 

(/il ; Ç) = (€) * 4 - A*) .... - 4 - ( 6 A" *). 

Or le produit de ces deux polynômes peut être disposé de la ma- 
nière suivante, d’après la formule (a)x(e) = (a-4-e), 
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(a + 6) + (a A + 6) + (a A’ + 6) . . . -H (* A”~' -ï- € ) 

“f* (a A -f- € A) -+- (^a A* + € A) A* -4- € • • . “H (flcA"* + €A) 

+ («A' + 6 A’) + (a A’ + 6 A’) + (a A^ + ê A') . . . + (a A""*”' -+- ê A’} 


H- (aA"-+eA"-)+(a/r + €A—)+(« A'+' + êA— ) . . . +(aA‘"-’ -|- ç/*— V 

Prenant la somme des différentes colonnes verticales qui forment 
chacune «me même période, on aura le produit cherché 

n i a -H €)-+- (pi î a A + Ç) -4“ (fn : a A*-4" . +(m ; a A"“‘ -4- €). 

1-es diverses parties dont le produit n est composé se rédnirtmt 
toujours soit à la période (m : o) ou (w : n) dont la valeur est m puis- 
qu’elle représente la somme de m termes égaux à r” ou r' , soit à 
rune des périodes (/« : i), (m : g),(m:f ;'). . . (n? : g^~') \ ainsi on 
aura en général 

n = A /H -4- A' (ni : I ) -4- A" (m : g)+ A'" (/« : g^) -+- etc. 

Et comme le nombre dos périodes comprises dans le produit tl est 
m , on devra avoir au.ssi la somme des eoeflicients 

A + A' -4- A" -4- etc. = m , 

ces eoeflicients étant des entiers positifs ou zéro. 

(Soi) Le produit de deux quantités de la forme (/« : a) pouvant 
toujours se réduire à la somme de plusieurs quantités de la même 
espèce, il est clair que le produit d’un nombre quelcoiu|ue de 
ces quantités , et par conséquent aussi leurs puissances et les pro- 
duits de ces puissances, se réduiront toujoui's à une expre.ssion 
linéaire telle que A m -4- M (m : i) -4- h!' (ni : g) + etc. , les eoeflicients 
•A , A', A", etc. étant des entiers positifs ou zéro. 

Donc si une fonction P' est coiu|)osée de plusieurs termes tels (|ue 

N ai''.. . ,oü N est un entier et dans lequel u^, v '. . .désignent 
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des puissances (judoonques des périodes f = (f« : : 6), 

v = {m : y), etc. prises à volonté parmi les k périodes de m tenues 
(|ui comprennent toutes les racines de l'équation X=o; cette fonc- 
tion se réduira de même à la forme A/» -t-A'(7n : i)-i- A’(m :^)-»-etc., 
où les coefficients A , A' , A", etc. sont des entiers. 

Si ensuite au lieu de t,u ,v, etc. on substitue les périodes (/« : i a), 
etc., t étant un entier rpielconque non-divisible 
j)ar n, le résultat sera \rn -f- A'(;« : f) •+• A'(w :ig)-hetc.; car le 
cliani'ement dont il s’agit se fait en substituant simplement r‘ à r, 
au moyen de quoi toute racine désignée par («) devient (/a). 

Imaginons qu’on donne successivement à t toutes les valeurs 
(w : a), (ni : ag) , (ni : ag'), etc. qui forment la suite des /• périodes 
dem termes , en commençant par le terme (w : a); qu’en même temps 
n prenne les valeure successives (m :€), (m : Çg),(m : S g’), etc. , et t» 
les valeurs (in:-i), (m : y g), (m : y g‘), etc. , ainsi de suite, ce qui 
donnera A- différents résultats dans lesquels chaque quantité t,n, 
I) , etc. aura pris les A difïéreiites valeurs dont la période de m termes 
est susceptible; la somme des A valeurs de la fonction F résultant 
<lc toutes ces substitutions sera 

,\ A ni -4- A'/ (m : I ) + \"f(m : g) A '"/ (m : g') -t- etc. 

Dans cette formulcy’(w : t) représente la somme des A périodes 
(m ; i) -t-(m : g) -f- (m ; g '). . .-♦-(/« : laquelle est égale à — i ; 

les autres sommes semblables /(m : g) ,/(ni : g ') , etc., composées 
chacune du même nombre de périodes, ont toutes la même valeur. 
Ainsi la somme des fonctions F est en général hkm — A' — A" — A'" 
— etc., de sorte qu’elle c.st toujours égale à un nombre entier dé- 
terminé. 

(5oa) Telle est donc la propriété des racines de l’équation du 
degré /qui donne les périodes (m : g),(m :g’’),etc., qu’étant 

proposé une fonction Z rationnelle et entière de ces racines ou 
de quelques-unes d’entre elles désignées par t,u,v, etc., si on 
imagine que les quantités t, u, v, etc., qui d’abord sont (m-. «), 
{m : ê), (m : y), etc., prennent dans une première substitution les va- 
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leurs (/H : a^”), {m : 6^), {m ’.fg), eto., clans une seconde les valeurs 
(/« : ag‘), {m : 6^’) , (m - y g'), etc., ce qui après A — i substitutions 
aura fait parcourir à chacune le cercle entier des valeurs dont toute 
période de m termes est susceptible, la somme de toutes les valeurs 
de la fonction Z sera égale à un nombre entier facile à déterminer. 

(5o3) Si la fonction F des racines t, «, v, etc. de l’é<piation du 
degré k, comprend toutes ces racines, et si en même temps elle est 
telle qu’on puisse échanger entre elles deux des i-acines a volonté, 
cette fonction qu’on désigne ordinairement sous le nom de fonction 
invariable , se déterminera immédiatement, puisqu’alors on peut 
mettre rgh. la place de r, sans rien changer à la fonction , et qu’ainsi 
la valeur Am -t- A'(m : i) -t- A"(/n : g) -t- A"'(/n : g') + etc. devant 
è l’e la meme t|ue A/n + A'(/n :g) + A"(/// + A'" (ni :g'')'t-etc.. 

on a A' = A'=A"', etc.; donc la fonction F se réduit à Am — A'. 

Ainsi au moyen du théorème de l’art. 5oo, on déterminera facile- 
ment en nombres entiers les coefficients de l’équation du degré k 
qui a pour racines les périodes (//i : i), (//i :g), . .{m '•g'~'). Cette 
érjuation jouit de la propriété fort remarquable qu’une sculê de scs 
racines étant connue, on en peut déduire aisément toutes les autres. 

En effet, dé.signons par p, p', p'',. . .p'‘~'> les périodes (/// : a 
(/n : ag), (m: ag '). . .(/n : ag*~‘), la somme de ces quantités étant 
la même que celle des racines de l’équation X==o, c’est-à-dire — i , 
on a pour première équation 

o= i -hp + p +p" + etc. 

Si ensuite on développe les puissances successives p',p‘, etc. pour 
les réduire à la forme linéaire d’apres le théorème de l’art. ?ioo, on 
aura k — i autres étjuations, 

p' = ain + a' p -+■ a"p‘ -t- + etc. 

p'z=bm + b' p -t- b"p' ^- b'"p" + etc. 
p' = cni + c^p + c'p' -t- c"'p" -t- etc. , 
etc. 

où les coefficients doivent être des nombres entiers ]X>sitifs. 
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Ces w|uations au nombre de k , contenant les inconnues p\p'\ 
p'" . . ./y*"'* sous forme linéaire, on pourra par les ^ — i premières 
é(|iiations trouver les valeurs de ces inconnues qui seront toutes 
de la forme A + A'/> -t- A''/7’. . . + A"-’^/;'*— >; A, A', A", etc. étant 
des eoefïîeients rationnels. 

On voit de pins que si on substitue toutes ces valeurs dans la 
dei iiière équation (|ui donne la valeur de />*, on aura l’équation en 
P du degré Â ([ui a j>our racines lesA périodes(m: g),QXc , 

ce qui est un des moyens les plus simples d’obtenir celte équation, 
qui sera toujours de la forme 

p' + p^~' + a p‘~' + G //“’ + etc. = O. (,\) 

(■M'i) Il faut faire voir maintenant qu’au moyen des racines de 
l’équation (A), le polynôme X |>eut être pjirtagé en /; facteiiis du 
degré m. 

Pourcela soit.r” — A.c'-‘-i- R.r'"’ — Car~’4- etc.=o l’étiuation 
rlu degré m qui a pour racines les différents termes («),(a//)i 
{a /,’) . . .(ah’~‘) , dont la somme compose la période (w : a), en su(v 
posant h = g* , ou aui-a d’abord A = [m : a), et les autres coefficients 
R, C , D, cto. de cette équation étant des fonctions invariables des 
racines (a), (a/j), («/*') , etc. seront exprimés d’une manière lim'-aire 
par les périodes {m : i), {m : g) , (f» • g') > ) P*’**' racines 

p,p ,p" , etc. de l’équation (A). 

Iæ moyen le plus simple de déterminer les coefliciens dont ils’agit 
est de commencer pàf chercher la somme des carrés des racines 
(a) , a A) , ete.< coinpoKint la période {m ; a) , puis la somme de leurs 
cubes, la somme de leurs puissances quatrièmes, etc. Désignons 
par S 2 la.sominc des carres de ces racines, c’est-à-dire, la somme 
des termès ( « a), ( a » A), ( a a A’j,etc., cette somme estégaleà la période 
'tn : 2 a)f^ainsi on aura Sa = (m : aa), etc; on aura semblablement 
S 'i={m : 3«),S .4=(m : 4«),etc. valeurs <pii seront données chacune 
par une des racines de l'équation (A). Maintenant de ces quantités 
connues il sera facile de déduire les coefficients A,B, C,D,etc. , 
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au moyen <1«8 formules 

A = S, = (to : a) 

aB= AS, — S, 

3C=BS.-AS.-4-S, 

4D=CS. — BS.-f- AS, — S, 
etc. 

On rendra ensuite linéaire l'expression de chaque eoefSeient à 
compter de B par le théorème de l'art. 5oo ; ainsi cliaoun d’eux sera 
de la forme <x + ^ p + yp i p" + etc. 6, y, etc. étant des nom- 
bres eutiei's, et p,p',p" .. étant les racines de l'équation 

(A) ; on peut même dans cette expression faire disparaître au moins 
une des racines^, au moyen de l'équation 0 = 1 -\-p+p' -^-p"-+ etc. 

Cela posé il est visible que l’équatiou du degré m qui a pour ra- 
cines les ternies compris dans la période (m : a) sera de la forme 

o = P -f- Qp -H R^' + Sp" -4- etc. , 

P étant un polynôme en x du degré m, et Q, R, S, etc. d'antres 
polynômes de degrés inférieurs dont tous les coefficients sont des 
nombres entiers. 

Si l'on observe ensuite qu’en mettant a. U au lieu de a, la période 
(m : Cl) ou P des ient (m : a/t) oup', qu’en même temps p' devient p", 
et qu’ain&i toutes ces quantités avancent d’un rang, la dernière de- 
venant la première par l’effet de cette rotation, on verra que le fac- 
teur trouvé de l’é({uation X=o douneca tous les autres du même 
rang en avançant les lettres p d’un rang pour passer d’un fac- 
teur au facteur suivant Ainsi les facteurs de X seront sucoessi- 
vement 

P-hQ/j-hR/j'-I- ?>p'’ + etc. 

P + Q/»' + R/'"+S/>" -»-etc. 

P -h Q/»" -t- R;?"' Sp" etc. 

etc. 

ces lacteors étant au nombre de k. 

II. a4 


Digitized by Google 



i86 THÉORIE DES NOMBRES. 

Au moyen de ces calculs on décomposera l’équation X = o, du 
degré n — i ou mk, en k autres équations du degré m; ce qui 
pourra se faire d’autant de manières différentes qu’il y a de combi- 
naisons pour former le nombre donné n — i par le produit de deux 
facteurs m et k, 

(5o5) Venons maintenant à la subdivision progressive des pério- 
des (m : a) qui est nécessaire dans la méthode que nous développons 
pour parvenir à la solution complète de l’équation X= o. Suppo- 
sant donc m=:m' k' , il s’agit de former l’équntion du degré k' qui 
a pour racines les périodes (m': a), {m'iah), {m' : ah')... (m' : ah*"—’), 
dans lesquelles se décompose la période donnée (m ; a), en faisant 
h=g , et Pour cet effet nous devons considérer les choses 

sous un point de vue plus général. 

Désignons par t , s , ti, v, etc. les périodes (m' : a), {m' :«/«), 
(w' : ah‘),(m' : ah?), etc. respectivement, et soit 9 une fonction ra- 
tionnelle et entière des quantités t, s, n, v, etc. ou de quelques- 
unes d’entre elles; cette fonction pourra toujours se réduire à la 
forme linéaire 

\m' + A' (m' : a) -t- A" (m' : ag) + : ag‘) -H etc. , 

dont les coefficients sont entiers si ceux de la fonction ç le sont. 
C’est ce qu’on démontrera comme au n* 5oi , car la suite (m' : i), 
(m' : g), (m' : g') , etc. , prolongée jusqu’à un nombre de termes égal 
à kk‘, ne diffère de la suite {m : a), (m' : ag), {m' : ag'), etc. , sem- 
blablement prolongée, que par le choix du premier terme, lequel 
est indifférent dans une suite rentrante sur elle-même. 

Maintenant supposons qu’on mette ah à la place de *, et que par 
cette substitution les quantités t, s, u, v, etc. deviennent i' , s' , 
m' , V , etc. , la fonction ç devenue 9', sera exprimée par la suite 

Am! A’(m': aA) ■+■ A"(m': ahg) A'"{m' : a hg‘)-i- etc. 

Une seconde substitution de a A au lieu de a, par laquelle les quan- 
tités t' ,s' ,u , v . . . deviennent f", s" , u", -v" ... , changera la fonc- 
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tion 9' en une nouvelle fonction 9" dont la valeur serait 

Am' + A'(m' : ah‘) -H : ah' g) + A'" (m' : ah' g') + etc. 

Continuant ces substitutions jusqu’à ce que le nombre des fonctions 
?> ?’) 9")* • • ^'1 la quantité t passera successivement par toutes 

les valeurs f , t' , f" . . . f*'—‘ des périodes de m! termes qui composent 
la période (/n:a); les autres quantités s,u,v, etc. parcourront 
également le même cercle , en partant chacune d’un point différent, 
et la somme de toutes les fonctions 9 qui en résultent, étant dé- 
signée par S (9) , on aura 

8(9)= Am k’ 

+A'[(t»' :«)-t-(n»':aA)-t-(m':a/i'). . . -t- (;»':« A*—')] 

-H A"[(/n' : ag)+{m' : agh)-\-{m ' : agh ') . . . : agh^—‘)] 

A'" [(m' : ag") -t- {m' :ag'h)+ (nt' : ag'h') a^A^- •)] 
etc. , 

expression qui se réduit à la suivante , 

S(9) = Ato + A'(to : a) + f^'{m-.ag) + A!''{miag') -t- etc. 

Donc la somme des fonctions 9 s’exprimera toujours d’une ma- 
nière linéaire par les quantités [m\ag), etc., c’est-à-dire 

par les racines supposées connues de l’équadon du degré k dont 
nous avons montré la formation. 

Il faut remarquer aussi que le nombre des termes qui dans la 
valeur de 9 pouvait s’étendre jusrjua kk' -t- 1 , se réduira à A-+- i 
au plus dans la valeur de 8(9). Car comme il n’y a que k valeurs 
différentes pour les périodes de m termes, savoir ; {ni : a), (/n : ag), 
(m : ag "). . .{m : ag^‘), les termes qui viendraientà la suite, savoir : 
{m: ag'),{m-.ag''*"), etc., offriront de nouveau la série (to:o), 
{m\ag), etc. , ce qui aura toujours lieu de k en k termes à compter de 
A'{m : a). Appelons donc B' la somme des coefiicieiits de la période 
(m : a) , B" la somme des coefllcients de la période (m ; ag), etc. , on 
aurait, dans une suite de k -1- 1 termes au plus, la somme cherchée 

a4. 
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S (ç^ = A m + B ' (m ; a) + B"(^ : «g) + B"' (m, : xg‘) +■ etc. 

( 5 o 6 ) Ce résultat qui a Heu pour toute fonction proposée f ra- 
tionnelle et entière des quantités t,s,UyV ou de quelques-unes 

d’entse elles, est applicable à plus forte raison au cas où 9 serait 
une fonction invariable des k' quautités t,s,u,v, ete. ; car alors le 
changement par lequel ces quantités deviennent -i/, etc., 

cousisteà avancer d’un rang chacune des quantités u,!;, etc., 
de manière que t se change en s,s ea u,ueov, ainsi de suite jusqu’à 
la dernière, qui reviendrait à la première t,, et par cette permuta- 
tion la fonction 9 restera toujours la même , de sorte qu’on aura 
9 = 9' = 9", etc. Donc alors S(9) = X'9. 11 faudra donc diviser par 
k' la valeur trouvée pour 8(9); mais dans ce cas on peut trouver 
immédiatement le résultat; car puisqu’en mettant ah ou ag* à la 
place de a dans la valeur 

9 = A m' : a) -h A"(m : ag) + M"(m' : ag') -f- etc. , 

cette valeur doit rester la même , il est clair que tous les termes 
{m! : (/»':*§■**). . .(m; — *), compris dans cette 

formule, doivent avoir le même coeflicient A' que le premier terme 
{ni : a) ; que semblablement A" est le coefficient commun de tous 
les termes {ni: ag), {ni: ag*+'),{m' : ag^* + ’). . .{ni^: *+‘), 

qui composent la période {m : ag)\ ainsi de suite. Donc dans le cas 
où 9 est une fonction invariable des k' racines t, s, u, v, etc., on 
aura simplement 

9 A'(m : a) -4- A"{m : ag) + A"'(m : ag') etc. , 

cette suite n’ayant au plus que le nombre de termes A + i . 

(Soy) Il suit de là i* que pour former l’écjuation du degré k qui 
a pour racines les périodes partielles {ni : a ) , {m' :ah), {ni : a A’) , etc. 
dont se compose la période totale (m : a), il faudra chercher par 
les formules précédentes la valeur «les coefficients qui sont des fonc- 
tions invariables des racines, et que tous ces coefficients s’expri- 
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meront , comrae la fanction 9 , d’ime naaièrc: finéaicr par In pé- 
riodes [m : a), {m:ag), etc. , c’est-à-dire par 1«& raciaes. déjà coifr- 
nues de l'équation du degré k. 

• 2 ’ Que l’équation du même degré k' qui a j>our racines les pé- 
riodes partielles (m': ag), (m : ag h), {m : «g h') ,etc. dont se com- 
pose la jjériode totale (m : ag), se déduira immédiatement de l’équa- 
tion dont on vient d'indiquer la formation , en mettant simplement 
dans celle-ci ag à la place de «, c’est-à-dire, en avançant d’un rang 
dans l'expression de chaque coeflicient, les quantités (ni : «),(ni : ag), 
(ni : ag’) , etc., de sorte que si ces dernières sont désignées par p , 
P , p" , etc. , on augmentera d’une unité l’indice de chaque terme , 
en observant que par cette addition le dernier devient égal 
au premier p~ 

On formera semblablement les équations relatives aux périodes 
partielles qui naissent de la décomposition des autres périodes 

{m-.ag'),{Tn-.ag'),etK. 

3“ Enfin il suffira de résoudre une de ces é<|uations du degré k' , 
ou même d’avoir une seule racine de cette équation ; car au moyen 
de cette racine et de ses puissances on peut déterminer toutes les 
autres racines, ce qui se démontrerait comme au n" 5o3i mais nous 
n’entrerons point dans le détail de la démonstration , et nous nous 
bornerons à donner ci-après les exemples de calcul qui y sup- 
pléeront. 

(5o8) Après avoir formé les équations du degré k' qm ont pour 
racines les périodes de m' terme» contenues dans chaque période 
de m termes , il reste à faire voir comment on trouve potir chacune 
de ces équations le facteur correspondant de l’équation X=o. 

Désignons par x"' — -t- Bx"'— * — Cx'"'~^-+-etc. = o, 

l’équation du degré m' qui a pour racines les différents termes («), 
(a A'), («A'*), etc. composant la période la somme de ces 

racines est (m' : a), ou pour abréger qx', la somme de leurs carrés 
est (wi : a a) ou y, «, la somme de leurs cubes est {m ; 3») ou q^x, 
ainsi de suite. Ces sommes étant connues, puisque toutes les périodes 
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q le sont, on en déduira les valeurs des coefficients A, B , C, etc. 
au moyen des équations 

A = y, 

aB=A<7. — ç., 

3C = B5r, — Ay,,-t-yj. 

4D=Cÿ. — B7.. + Açs.— 74 » 
etc. 

On rendra ensuite linéaire l’expression de ces coefficients par le 
théorème de l’art. 5 oo ; ainsi chacun d’eux sera de la forme. . . . 
a + ^q + -fq' J 7’+ etc. où la suite 7,7', 7", etc. représente les pé- 
riodes rangées dans l’ordre naturel {m' : 1), {in :g’), {m! -g')-, etc. 
Donc le facteur de l’équation X=o correspondant à la période 
{m : a) sera de la forme 

P + Qq R7' - 4 - S7" + etc. = o, 

P étant un polynôme en x du degré m' et Q , R , S, etc. , d’autres 
polynômes de degrés inférieurs. 

Ce facteur fera connaître successivement tous les autres en au- 
gmentant d’une unité les indices des lettres 7 , comme on l’a déjà vu 
(n’ 3 o 4 ). On aura ainsi les /ck' facteurs du degré m' dans lesquels on 
peut déccfm poser l’équation X=o. 

Cette théorie s’éclaircira beaucoup lorsque nous l'appliquerons à 
des exemples; mais avant tout il sera bon de faire voir comment on 
|>eut, pour tout nombre premier n=km-\- 1, former l’équation du 
«legré k qui a pour racines les périodes (/w : «), {m:ag), {m : ag‘), 
{in: ag*~'), en supposant successivement A = a, 3 , 4 et 5 . Cette re- 
cherche nous conduira à plusieurs théorèmes d’analyse fort remar- 
quables. 
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S 1 1. Formation générale de l'équation du degré k pour les valeurs 

k = 2,3,4,5. 

Premier cas n=am+ i, A=a. 

(5o9) Dans ce cas la période (am : i) se partage en deux autres 

(m : I ) I ) + + (ê’O + (ê'‘) • • • + (§■ ) 

{m-.g) = ig) -¥{g')-¥ (g-*) + (g-’) . . . + (g-—)- 

Soient p et p' ces deux périodes, on aura d’abord p +p '= — i , 
ensuite/J/ 7 '=(m : i +g)+(jn : i +g^)- 4 -(m : i +g*) .. . +(m; i +g""~‘). 
Comme toutes les périodes de la forme (m: a) se réduisent aux 
deux (m : i) et (m :g), auxquelles il faut joindre l’expression {ni : o) 
qui n’est pas proprement une période , mais dont la valeur est m , 

il s’ensuit que la valeur du produit pp‘ se réduit à cette forme 

* 

pp'= A TO -f- iMp + p' , 

dans laquelle on aura A A' A." — m, puisque m est le nombre 
des périodes {m : i +g),{m : t+g^, {m : i +g'*). . .(m : i +g^’“~‘) 
qui composent la valeur de p p'. De plus , comme dans cette équa- 
tion les cpiantités p et /?' peuvent être échangées entre elles, on 
aura A' = A’ ; par conséquent pp=Km — A', et A-i-aA'=/n. Il 
faut maintenant distinguer deux cas selon que m est pair ou impair. 

Soit I* m impair ; comme on a toujours g'= — i , c’est-à-dire, 
g" + I =i>x-(n) , il y aura nécessairement, dans la suite i +g, i -f-g^, 
I +p. . .1 -4- g’””' J un terme = O, et il n’y en aura qu’un, par la 
nature du nombreg. On aura donc dans ce cas A = i et A'= 7 (m — i ), 
ce qui donne^p'= 7 (/« -+- i). 

Soit a" m pair; on aura encore g~= — i , et par conséquent il 
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n’y aura aucun terme égal à zéro dans la suite i t +ff\etc. 

Donc on aura A=o , M=\m, etpp' = — ^m. 

Il s’ensuit que l’équation qui a pour racines p et p' sera .... 
p' + P i) = o, si m est impair o.u n de la forme 4*+ 3, 

et quelle sera p — |»»ï=ro, si m est pair ou /i de la forme 4 » + 1 • 
Donc on aura 

p = — 7 ± 7 l/( — n), si n est de la forme 4 » + 3 
et 

p = — si n est de la forme 4 ‘ + •• 

Dans ce dernier cas la différence des deux valeurs de p est égale 
à \/ n. 

r 

(5io) Soit .tP — ajT"" — c*““’-t-ctc. = o l’équation qui 

a pour racines toutes celles qui composent la période (to: i), on 
aura le coefficient a = (pi: i)=p ; quant aux autres coefficients 
b, c,d, etc., leurs valeurs se trouveront par la méthode du n”5o4, 
et ils seront tous de la forme B + B'/? + Wp'. De là on voit qu’en 
faisant 

7. = jp — aoT- +har-' — car-‘ -i- etc., 

le polynôme Z se réduira à la forme Z=P + Q/? 4 -R/>',oiiP est 
un polynôme en x du degré n», et Q , R des polynômes d’un degré 
inférieur. 

Si on considère pareillement le facteur 

Z' = ar — d x^‘ + i' sr~' -i-etc. , 

lequel étant égalé à zéro donne toutes les racines comprises dans la 
période (m on aura par le n* 5o4, Z' = P-H Qp' +Rp. Il faut 
maintenant substituer les valeurs de p et de p' dans les deux cas 
déjà examinés. 

I" Si n est de la forme 4* + 3, on aura — | + j-I/ — n, 
p' — — 7 — 7 I/ — n, ce qui donne 

Z =P— 4(Q + R) + 7(Q — R)K-« 

Z'=P— + R) -KQ— R>K— « 
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Mais ZZ' = X; donc, dans ce cas, 011 a . 

4X = (aP — Q— R)' + n(Q_R)-. 
a” Si n est de la forme \i+ î , les valeurs de p seront données 
pai‘ les mêmes formules, en y ç|iangeant simplement le signe de n; 
on aura donc alors 

4X = (aP- Q— R)>_n(Q-R)-; 
d'où résulte ce théorème remarquable ; 

« n étant un nombre premier quelconque et la fonction X étant 
n le quotient de af — i divisé par x — i, on pourra toujours trouver 
tt deux polynômes Y et Z qui satisferont à l’étjuation 4 X=Y” ± n Z’ , 

« le signe suf)érieur ayant lieu si n est de la forme 4* + 3, et l’in- 
« férieur si n est de la forme 4 < + • • ® 

Dans le premier cas le polynôme 4 X se décompose en deiLX fac- 
teurs imaginaires (Y -I- Zl/ — n) (Y — Zl/ — n) ; dans le second il 
se déconqmse eu deux facteurs réels ( Y - 1 - Z 1 / n) (Y — Zv/n). 

Ce théorème serait peut-être très-difficile à démontrer sans le 
secours de l’analyse indéterminée; d’où l’on voit que cette analyse 
n’est pas bornée aux spéculations sur les nombres , mais qu’elle peut - 
encore être utile au perfectionnement de l’analyse algébrique. 

(5i i) Sachant a priori que la fonction 4X peut être mise sous 
la forme ^ ‘ , il est facile de trouver les valeurs des polynômes 

Y et Z tians les différents cas’. Pour cela ou voit d’abord qu’en né- 
gligeant les multiples de n on aura Y’ =4 X ; ainsi pour avoir la va- 
leur de Y il faut extraire la racine carrée de 4 X, ce qui donne lesdeux 
premiers termes -h on continuera l’opération en ajoutant 
aux premiers termes des résidus les multiples convenables de n , 
pour que tous les termes de la racine aient leurs coefficients entiers . 
et les plus petits possibles. Connaissant Y' on aura Z [lar l’équation 

'Z'= ± calcul se fera sans rien négliger. Voici 

d’ailleurs un moyen de simplifier beaucoup l’o|>ération qui vient 
d’être indiquée. 

En rejetant les multiples de n , on a Y = 2 l/X et X= ^ ^ — 

II. a5 
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= — pip.) • comme dans la valeur de Y on 

n’a besoin que des puissances positives de x nmindres que or“, il 
est clair qu’on peut supprimer le facteur i — qui n’aurait 
d’influence qu'après les ptiissances et qu’ainsi on aura 

Y=‘ix’Çi — ou 

\ = 2 x^-hx^'+ 7 ^^ ■»""*+ etc. 

4 4 *^> 4 > 0.0 


Il restera à donner aux coelTicients 


•t 3.5 3.5.7 , , 

4 ’ r?’ valeur 


eu nombres entiers les plus petits possibles, |>ositifs ou négatifs, 
ce qui sera facile dans chaque cas |Kirticulier en ajoutant aux nu- 
mérateurs de ces fractions les multiplias de n, jmsitifs ou négatifs, 
(]ui rendront la division possible par les dénominateurs. Au reste 
(chaque coeflicient réduit servira à former le suivant; ainsi ayant 

3 S te 

trouvé |X)ur la valeur ±4:, le coefficient suivant sera ± — 

qu’il faudra réduire à un entier en ajoutant, s’il est nécessaii-e, iin 
multiple de n au numérateur. L’opération d’ailleurs .sera terminée 
lorsqu’on parviendra au terme moyen ou aux deux termes moyens 
du jiolynome Y , parce qu’en général les coefficients également éloi- 
gnés des extrêmes sont égaux ; ils ont de |)lus les mêmes signes si 
n est de la forme ,\i+ i , et des signes. différents si n est de la forme 

(5 ta) II y a encore un moyen plus simple de trouver immédiate- 
ment la fonction Y; en effet, dans le déveloj)pement «le la puis- 
sance {x — i)’ tous les termes, excepté le premier et le dernier ,. ont 

leurs coefficients divisibles par. n; on peut donc faire 

(x — i)'=a:" — I — /iT,ou — 1 =(x — i)"-t-rtT;donc 4X.(jc — 1) 

ou (x — i)(Y*±«Z’) = 4(-® — i)"-t-4«’T. Omettant dans «'ette 
équation les multiples de n, on aura {x ~ i)Y’=4(a’ — i)“, d’où 
l’on tire Y’ = 4(^ — i)” et Y = 2 (a- — i)"; ainsi on aura généra- 
lement 


Y=aa:” — amx"~' ■+■ •im .— — — im.'~ 


a. 3 


+etc.; 


et dans ce développement il ne restera plus qu'à réduire les coeffi- 
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cients au-dessous de-j-w, en supprimant les multiples de n qu’ils 
peuvent contenir; ce qui réduira par exemple, le coefficient du 

second terme — à -t- i , celui du troisième à , etc.’ ' 

li'ne observation que fournit la valeur développée de Y, c’est 
qu’aucun de ses coellicients ne se réduit à zéro; car n ne peut se 
trouver jiarmi les facteurs m.m — i .m — 2. . . ; donc le polynôme 
\ du degré m aura toujours m -t- i termes. Il n’en est pas de même 
du polynôme Z qui est du degré uï— 1 et dont plusieurs ternies 
|>euvent manquer. 

Voici une table où l’on trouve les valeurs des poljmomes Y et Z 
pour tous les nombres premiers de .3 à 29. 



i^\Y = — x' + \x' + X Z=a;‘-t-x’-t-x 


Y=2.r’-+-.T® -+- + 7X*-t- 4^‘ + 7^ + + x + a 

17 

Z=x’ x‘ -t- X* -f- 2X* -f- x’ -J- X* -t- X 

Y = 2x’-I' X* — 4-*’ + 3x®-h 5x* — 5x* — Sx’ -+- ^x' — x — 2 
Z=x* — x'-t-jè-t-x* — x’-»-x 

Y= 2 x"-px” — 5x’ — 8x*— 7x’ — /x'+Sx’-t- 5x’ — x — 2 
JJ J I 

1 Z=x” -H x’ X’ 2X* 2 x’ — x’-t- X* + X 


Y 2x'*+ x'’- 4 - 8 x” — Sx^'-t-x"* — 2x’-t- 3 x*-i- qx’ 

29 -t-2-t-X -p8x* Sx’-t-x* 2X*-t- 3 x‘ 

Z = x'’ + x" — x"-»- X* +x- -4- X* x’ -4-x’ -J-X 

25 . 
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‘ • Second cas. rt=3ni - 4 - i , Â' = 3. 

(5i3) Alors la période (3m: 1 ) contenant toutes les racines de 
1 équation X=o,sedécompose en troisautres(m: g),{m -.g'), 

dont les valeurs développées sont 

(m:i)=--(i) + (^) + (g*).... + {^’-') 

(m : g)={g) + (r*) + (r) • • • • + 

(m : ^0= (^*) + + (^‘) .•••+(«’’"-■)• 

Soient p , p ces trois quantités ; comme on sait que leur somme 
P + p' ^ p" — — I , on pourra supposer que ces trois quantités sont 
les racines de l’équation 

P/> — Q=o, 

dans laquelle on aura ~^p' P' ~^P" P> ^~PP'P • 

Pour trouver les valeurs de ces coefficients , il faut d’abord coii- 
naitre celle du produit pp; or par le théorème général ce produit 
est égal à la somme des m |)érlodes (m : *) dans lesquelles « prend 
les valeurs successives 1 + g, g, g‘‘+g, etc.; mais aucune de ces 
valeurs ne peut se réduire à un multiple de n , puisque par la [iro- 
priété de la racine primitive g-, on a g ^^= — 1 , ou + i = ’H- (/<), 
p. étant T m', et qu’ainsi on ne peut avoir en même temps g*‘~'= — 1 . 
Donc la valeur du protluit pp' ne contiendra pas la période (m : o), 
et devra se réduire à la forme 

pp' = \p + Bp' + Cp" , 

dans laquelle A , B , C sont des entiers positifs tels fjue leur somme 
A + B + C=m. De cette valeur on en déduit deux autres, savoir : 

p'p"=\p' + Bp" + Cp 
p"p= S.p" + Bp + Cp'\ 

et puisque la somme de ces trois produits = (A + B - 4 - C) (/? -t- +p") 

— — m,on a P=— m. 
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Pour avoir le produit pp'p" , on mettra pp sous cette forme 
pp'= — C 4- (A — C)p 4- (B — C)p', 


puis multipliant de part et d’autre par/?" et substituant les valeurs 
de pp" et de p'p" , on aura 

pp'p"z=—C p" -t- ( A - C) ( A/?" 4- B/? 4- C p) 

4- (B— C) (A p + B// 4- C p). 

IjC premier membre étant une fonction invariable de p,p\p" , le 
second en doit être une aussi ; partant il doit sc réduire à la forme 
M (/> 4-/?' 4- p") et ultérieurement à — M. De là résulte la condition 

A> + B‘4 -C‘- AB — AC— BC=C, 

laquelle étant combinée avec l’équation A 4- B 4- C=m, donne poiir 
résultat 

4 n =(9 C— rt — i )■ + ^7 (A — B)', 


(5i4) Cette équation détermine complètement lecoefReieiit C, ainsi 
que A — B; car n étant un nombre premier de la forme 3w 4- i , 
on pourra toujours faire n=a 4- 36’. Or i" si 6 est divisible par 3 
et qu’on fasse 6= 3 y, on aura 4«=(aa)’4-a7(a6)’, ou4n=rt’4-a7/?’. 
2* Si € n’est pas divisible par 3; comme a ne peut jamais l’être, l'un 
des deux nombreso 4- 6, « — 6, sera divisible par 3; mais en mettant 
4« sous la forme (a± 36)’ 4- 3(«qp6)’, on pourra supposer. . 
a±3§ = a,«: 4:e=3i, ce qui donnera encore 4« = «*4-37/?’, et on 
voit de plus que 4 « ne sera jamais qu’une fois de cette forme. 

Cela posé on aura C= ”~^ 9^" et A — B = ±4, ce qui donnera 
pp'p"z=:C ‘ — AB = C* — — ^)’ donc 

p. (3C — ?7i) (C4-?n)4-^’ aC — m’ 


valeur qui, quoique sous la forme fractionnaire, sera toujours un 
entier. L’équation cherchée sera donc en général 

p* 4- p' — mp+ j(/ra’—nC)=o. 


Digitized by Google 



198 THÉORIE DES NOMBRES. 

( 5 i 5 ) Soit par exemple «=991 ,oti aura/w= 3 'lo,. 4 «=<ir + 27.3*, 

«=(')! , C = 1 17, {{nC — m*)=2'V|9. 

Oïl trouvera semblablement pour les nombres premiers au-<Jes- 
sous (le 100, les résultats suivants ; 

H 7? i 3 jI 9 î 3 iî 37 f 43 J b I , by » 7^ » 97 
TO = 3 , 4 ) b, 10, 12, i4,2o, 22,24,32 

Q=i, — i, 7, 8 ,— II, — 8, 9, — '1,27,79. 

Ou Ibrinera done ainsi autant d'équations qu’on voudra de la luriue 
/}' + p' — mp — Q = o, dont la propriété est telle cpi'une raeiiie 
étant connue et désignée par p, les deux autres p' et p" seront don- 
nées par les formules : 

_,__C-|-(A— C);i + 

p~ ;, + C — B ' r ~ + A ’ 

d'où l’on voit que l’expression d’une racine en fraction continue 
servira à trouver immédiatement l’expressiou des deux autres raci- 
nes, et qu’ainsi il y a une infinité d'équations du 3 ® degré qui jouis- 
sent de cette propriété dont nous avons déjà donné un exemple 
fiour le cas de n=7 (art. io 5 ). 

( 5 i 6 ) lyes trois racines />, />*,/>", étant trouvées, le polynôme X 
pourra se décomposer en trois facteurs P-+-Q/? + R/»', P -t- Q/>' R/i", 

P -+- Q/?" - 4 - R/j , dans lesquels P , Q , R désignent des polynômes en 
X, le premier du degré m, les autres de degrés inférieurs, dont 
tous les coefficients sont entiers. Ces polynômes se trouveront par 
la méthode du n” 5 o 4 , ils doivent en général satisfaire à l’équation 

3 P — y — R =1/ (27 X) = 3 JT -t- x”-‘ + + i-tc. , 

où l'on fera disparaître les fractions comme au n‘ 3 t 1. 

Par exemple dans le cas de n = 1 9 , on aura 

P = ar‘-t-a.r^ — ax’-t-aj:’ i 
Q= — aé — 2T^ — X 

R = — x*~x^ — X'. 
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Troisième cas. n=4m+i,^=4- 


'99 


(517) Il s'agit dans ce cas de former l’équation du 4' degré qui 

a pour racines les périodes (m : i), (m :g), {m : g’), (m :§■’) que nous 
désignerons respectivement par p\ p'\ p"\ et dont les valeurs dé- 

veloppées sont 

P =( 0 + (§•*) + («■’') — + (§■*’“') 

P' ={S) + is') + (^®) - ■ • • H- (g-*""’) 

P"={g') -^ («■■') + 

Pour cela il faut distinguer deux cas selon que m est pair ou impair. 

I' Si m est pair et qu’on fasse w = 2jx, ou «=8|x -I- i , alors on 
aura d’une seule manière /»=a’ i6t‘, ce qui déterminera. . . . 

^ l’érpjation cherchée sera 

p^ -1- p' — 3[»^*-«-(4(i’ — «C)/7 + 4|/.* — n(v|x — C)’ = o. 

2° Si m est impair et qu’on fasse m = 2^+ i ou/i = 8g-t-5,on 
lie pourra avoir que d’une seule manière « = o‘ -h 4^‘> d où 1 f*" dé- 
duit C= — ^g‘ et l’équation cherchée sera 

P* +p' + {^+ ï)p‘ + — «C)/?-»-(i -f- 7(t)’ — n(C — ||j.)‘ = o. 

(5 18) Le second cas n'étant guère susceptible d’application , parce 
(jue l’équation du quatrième degré a dans ce cas ses quatre racines 
imaginaires, nous nous bornerons à démontrer l’équation qui con- 
vient au premier <;as, cette équation ayant toujours ses racines réelles. 

Dans ce cas la racine primitive^ satisfait à l’équation g'”' = — 1 , 
et comme on a 

PP'—{m: I -t- g') •+■(/«; i+g^)+{m\ \+g^). . 1 -t-g-'—'), 

il est visible qu’aucun des termes, \ + g, i + g\ i + g^ , etc. ne peut 
se rétluire à zéro , et qu 'ainsi la période {m : o) dont la valeur est 
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//i, ne se trouvera pas au nombre des m périodes qui composent 
la valeur de pp. Nous ferons en conséquence 

PP =zkp + B/?' -+- C/?" + D/3'", 

A , B, G , D , étant des entiers positifs dont la somme A + B + C+ D 
—m. Cette équation et les trois autres semblables qu’ou en déduit 
donnent les produits de deux termes consécutifs dans la stiitc p, 
savoir : 

P p' =\ P + B/y 4- C />" + D p’" 

P p" =Ap‘ 4- Bp" + Cp'"+Dp 
p’ p"z= A p" Bp" C /; 4- D/?' 
p"'p—Ap"+ Bp + Cp‘ 4- D/?". 

Il en résulte la somme des produits de deux termes contigus, on 

S(/?/;')=(A 4- 1Î4- C 4- D)(/> 4- p' + p" + p"') = — m. 

Pour avoir semblablement la somme des produits de deux termes 
non contigus , j’observe qu’on a par le théorème de l’art, 'ioo, 

pp—itn : I 4-g-’)4-(m; i 4- 4- (m : i +g'").. . 4-(m; i 4-^‘"-).', 

et comme dans la suite i + g' , i 4-g'*, etc., on ne saurait ren- 
contrer le terme i 4-g"’ "• ou i +g^^ qui se réduit à zéro , il .s’ensuit 
que la période {p^ : o) ne se trouve ()as non plus parmi les m jx’riodes 
qui composent la valeur de p p". On peut donc supposer 

pp"=¥p + O/;’ 4- \\p”+\p"' , 

F, (î. Il , 1 étant des entiers j)osi tifs dont la somme F4-(i4-H-l'l=w. 
De là résulte en avançant les lettres p d’un rang , 

p'p"'=Vp' + Gp"-k- H/7"'4- \p. 

Avançant encore dans celle-ci les lettres d’un rang, on aura 

p" P= F/>" 4- Gp"'+ Wp 4- \p'. 
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Comparant wtte expression à celle qu’on a d’abortl supposée, ou 
en tire H = F, 1 = 0. Donc les deux produits pp" , p'p'^, seront 
ainsi exprimés : 

pp" —F {p + p") + O (/>' + p") 

p'p"’=V{p' + p") + C,{p'’ + p), - 

et on aura en même temps F + G=-j/«— (t. 

Désignons à l’ordinaire par la somme des quatre valeurs 

(|ue prend p p” , en faisant parcourir à chacun des facteurs de ce 
produit le cercle entier des valeurs de p; cette somme sera égale 
à — m, comme S (/;/;'); mais comme les mêmes termes pp",p' p" , 
s’y trouvent répétés deux fois, on aura pp" + p' p'" = ^^{pp") 

(5 19 ) .Mîtintenant si nous représentons j)ar 

p* 4- — Q/^ + 11 = 0, I 

l'équation dont les racines sont p,p'ip" ,p", il est visible qu’on 
aura V=?t{pp') + ^S{^pp”)— — 7 ffi = -r^3(i. 

Pour trouver semblablement la valeur du coefficient Q , j’observe 
que ce coefficientégal à pp' p" +p' p" p"' + p p 'p + p pp' est repré- 
senté par le seul terme S (/> p' p"). Or si on met la valeur de p p’ sous 
cette forme 

1 

- C 4- (A — C)/» -t- (B — il)p' 4 - (D — C)/>'" , 
et qu’on multiplie chaque membre par p" , on aura 
'p pp" =—Cp-\-{\—c)pp"+{w- cyp'p" 4- (D _ c)p"p"'. 

• I 

(ictte équation en fournit trois atitres semblables et la somme des 
quatre donnera S{pp‘p") ou 

Q=-CS(//')4-(A-C)S(y./7'')4 - (B-C)S(/>>'')h-(D-C)S(//'), 

or on a 

S (/'")= S (;>)=— I , S (pp") = S{p'p") — S{p"p'")— — m ; 

II. a6 
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donc 

y = C — : A + B + D - 3 G) /« = G — rn (wt — 4 G) = h G — w‘. 

Ou peut aussi mettre la valeur de pp sous la l'orine 

pp = — D H- (A — D)/> + (B — D)/>’ + (G — D)/?", 

et iiiiilti|)liaut de part et d’autre par/»"', ou eu d«*diiira/(/)/»77"), 
on Q = n D — m' ; doue D = G. 

Une troisième valeur du co<’nieient Q peut se déduire du produit 
P p~ qu’on mettra sous la forme 

' p^,"=^-c, + {y-v,){p-^-p"y, 

puis multi|)liant de part et d'autre par p et formant les trois autres 
produits semblables, on déduira de leur somme Q=n G — w’, donc 

G = G. 

Par ees résultats les valeurs des produits /»/»', /'/>", deviennent 

PP' — \p + B/»' Cp" + Cp" 
pp "— — C — aC) ip 

De la seconde on déduit la valeur de p'p"‘, laquelle étant multq^liée 
parcelle de pf/', donne p p' p" p'" ou 

R = G‘ + G(j». — aG) + (|t— 2C)‘S{/>/?‘); 
et puis<|ue S (/;//) = — m, on aura 

R = G’-t-(fi — aG)G — aa([t — aG)’, 

ou R=^(i’ — n(C — ré(juation qui a pour racines les quatre 
valeui's de p est donc 

P* -t- p ‘ — 3 [A/»’ + (4 [A* — iiC)p + -J ji’ — /I (C j U.)’ = o. 

Ainsi il ne reste plus qu’à déterminer le coefficient G. 

(fiao) Pour cela multiplions par />' la valeur depp", nous aurons 
en .suljsti tuant les valeurs linéaires de pp' et p' p" : 
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PP P ^ — C/>' + 2((i — -^Cyp' — 2C((t — aC) 

(ft — a C) (A — C)/. 4- (^ — 2 C) (R — C) p. 

Multipliant de part et d'autre par^»'" et réduisant le sceond membre 
en termes linéaires, on aura 

pi^pp'" =[a((x-2 C)’-C][C(/.+/') + (f.- C) ip’+p')] 

4- ((1 — aC) (A — C)(A//"-i- \\p + Cp' +Cp") 

4 - (|A — aC)(B — C)(A/>''4 - B/j"'4 -C/» 4- C/l/) 
-aC(^c-aC)/". 

Le premier membre étant une fbiietion invariable de/U,/>',^",^"', le 
second devra se réduire à la forme M (/.» 4-f'4- />'’4-/>'") ou — .M; 
de là trois équations qui conduisent à la setde condition 

(A — C)'4-(B— C)- = aC. 

Et puisqu’on a d’ailleurs .\4- B 4 - 2 C= 2 [x, ces deux équations 
en donnent une troisième, ‘ 

> I. 

n =(8 C — 4k’ — “ 0 " I b(B 4- C — (t)'. . . vii' • 

Cette dernière suffît pour déterminer C et même B ; car le nombre 
premier n étant de la forme 8(i4- 1 , on aura toujours d’une seule 
ma:ilere/i=rt* 4- iQ>h'\ ainsi on devra avoir 8C — 4i* — i =± nj 
et B 4 - C — j*=±i, ce qui donne 

r- 4|V4- i±o 

^ — “8 > 

valeur qui en prenant a avec le signe convenable sera touj<ouvs un 
entier. ) 

Ainsi étant donné un nombre premier /» de la forme 8g 4 - 1 , on 
pourra toujours former a priori l’équation du quatrième degré qui 
a pour racines les quatre périodes p >p ,p" ,p " i ffui permettra 

de décomposer en général le polynôme X du degré 4m, en quatre 
facteurs du degré n/ correspondants à ces quatre périodes. 

(liai) Ou peut remarquer, au reste, f|ue l'équation du quatrième 

26 . 
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degré en p est facile à déeom|)(Jser en deux é(|iialii)ns du second 
degré, l’une />’ — ap + ê=o, qui donne les racines p et p" , l’autre 
p' — yyï-f-S = o qui donne les racines p' et p'". EnefTet, |)oiir dé- 
terminer les coefficients a, 6, y, 5 , on a les é(|iiations 

i=p-^p", ^=pp" = — — 2C)a 

y=/i P ' 1 ^~p‘p" = — C - 4 - ()1 — 2C)y. 

l/es deux (^juationsdn second degré seront par conséquent 
p' — C -gji {p — [1 -I- 2 C) = O 
p' C i{p 1/. -+-2C) = o. 

Il reste à déterminer a et y; or on a a -f- y=/^ + p + p" p'" ~ — i , 
et a.'^—pp'-\-p'p-\-p'p"-\-p"p — — Uji. Donc a et y sontles deux 
i-acines de l’équation , 

aii. = o, 

d’où l’o’n tire a = — v + y=- — 7 — W/ n. ün jjeut vérifier 

en effet d’après ces valeurs que le produit des deux érjuations pré- 
cédentes, savoir ; - ■ 

(T»* — C)* + (/>• '4^ aC)l^ 2 (i(;i — aC)’=o, 

d'ri ;',î i'*i , li-î ; ■ -ih 

se réduit à équation déjà trouvée ^ i ^ j , 

p* +/é — 3 (tp* -t- (4 |t’ — /iC)p - 4 - ig’ — n (C — = o- 

('> 22 ) Connaissant une racine de cette équation , désignée parp , 
011 trouvera les trois antres p' ,p’ ,p" , exprimées chacune par une 
fonction de la forme a -»- 6p -I- yp* -4- 5p^ Mais dans le cas présent 
on aura une expression encore plus simple de ces racines an moyen 
des formules suivantes qui résultent' des formules démontrées 

' , — C-4-fA— C)p ,/. _C-|-(IJ — C)p 

P4-C— B ’ ^ — ^ + c — À' ’ 

» — C-4-(l«->-aC)p 

P ^ p+aC— p 

Quant tiiix valeurs de A et B qui entrent dans ces formules, elles 
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se tiéduiseiit d(‘s équations A = [i — B — (iCÜy valeurs où 

le signe ambigu n’a d’autre effet que de changer à la Ibis A en B et 
P en p" . On peut donc former pour tout nombre «=8ji -t- 1 , une 
équation du quatrième degré, telle que le déveIopj>ement d’une 
racine en fraction continue donnera immédiatement le dévelopjje- 
ment des trois autres racines. Voici un tableau de ces équations 
pour tous les nombres premiers moindres (jiie 100, de la forme 
1. 


1 

n 

Équation en p 

c 

A, B 

‘7 

o=p^-^p* — Gp' — p-\- 1 


a ,0 

4* 

o=p* +p^ —iGp' + lip — 4 

9 

4 . a 

73 

o=p* p' — >6 

5 

6 , a 

89 

o=/j* -1-/7* — 33 /> ' -t- 3 gy) -+• 8 

5 

8,4 

97 

+/»’ — 36 yj* -f-91/7— -61 

5 

8,6 


Quatrième cas. n = 5 m 1 , X- = 5 . 


( 523 ) Ua période ( 5 /n: i) représentant la somme des racines de 
l’éf[uation X=o, se décompose en cinq |>ériodes de m termes, 
savoir : (m : i) , {rn : g), {m : g') , (m : g^) , {m :g*), que nous désigne- 
rons ’ps.v P , P ,p , p”' ,p" , res|jectivement , et dont les valeurs déve- 
loppées sont : 

P =(0-+-(ér‘) + («■'")• + 

P ={e) + {s") + {g ")- •••:<- {s"''") 

P = (^0 + ( 5 ”) + (s"*) • • • • 

P” ={g*) + («’’)+(§■“) — + (g'"~')- 

Pour avoir l’équation qui a pour racines ces cinq valeurs de p, nous 
considérerons d’abord les valeurs générales des produits p p' ,p p'. 
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d’où se déduisent les valeurs des produits deux à deux des racines , 

|)artagés en deux séries, comme il suit : 

P p' =.\p-^Qp'+Ci^'+'0p"-\-1L]>", P p"z=A'p ■\~V p' + C p"+Ti‘ p"'-i-E'p'’ 

/>'/>" =A/>'+B/»"+C/>'"+D/»”+F,/», p' p"'=\'p'+D'p”-\-C'p'"+ D’/>" + £'/> 
Ayj''4- B / 7 '"+ C p"+Dp+Ep', p" p"=A.'p"-i- Cp"+D'p + £’/>' 

p"'/f’z=Ap"-t-np"-i-Cp + Dp-i-Ep", p"'p =A'/>"'-t-B'/7”+C'/> + Dy + E7>' 
p" p-=: D/j"-+-£/ 7''', />";>' = Ay* + By + Cy+Dy+E’/»'". 

Dans ces formules les coefficients A, A', B, B', etc. désignent des 
entiers positifs ou nuis , tels qu’on a 

m = A+ B + C4-D + E=A’+B'4-C'+D-»-E', 

et puisqu’on a toujours S(^)= — i, l’équation eny» serade la forme 

o=^‘+y + py — Qy + R/» — n- 

(524) L® question est maintenant de déterminer les coefficients 
P,Q,R , n , d’après la seule connaissance du nombre premier » de 
forme 5w+ i, afin d’obtenir des résultats analogues à ceux des 
cas précédents. 

On aura d’abord S(pp') =( A + B+C + D + E) (/»+/?'+/»’’ -i-p'" +p”) 
= — ni, et semblablement S(pp’) = — rn, ce qui donne P = S(/y) 
+ S{pp ’)= — am, et S(y)=(Sy’ — aP= i +im=n — m. 
Multi|)liant par/j'la valeur de on aura 

PP p“— \pp \\p'p'+ C[p'y+ D^ p + Ey/i . 

Avançant successivement les lettres p d’un rang , on formera quatre 
autres »‘(|uations .semblables, et la somme de toutes donnera. . . . 
S(/}yy 3 ") = (A - 4 - B+ D 4- E){ — w) eC{« — m)=nC — m'. Si on 
miilti|)lie semblablement la valeur de pp pjir y, on en déduira 
?i{pp p")=nŸ . — ni'\ mA\s^{pp p") est la somme des cinq mêmes 
termes qui composent S (/»/>’/)'); donc on a en général E=C. 

L’ne autre valeur de la même somme se trouvera en multipliant 
pp" par p' , ce qui donnera ^{pp p")=nh' — m' , donc B'=C = E. 
On peut trouver semblablement trois expressions de la somme 
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^{pp P )■> première en multipliant pp’ par p"\ donne 

S{pp' p"')=nTi — /«*; la seconde en multipliant pp"' par donne 

^{^pp p"') — nK — m'\ le troisième en multipliant par p la valeur 
àe p’ p'" doime S{pp' p"')—nD' — ni‘; donc D'=E'=D. Par de 
semblables procédés on trouvera 

S (/<■/>') = « A — /«’, S(p’p")=n A' — m‘ 

S {pp“) = « B — ni’, S (/>/>’’) = « C' — m‘. 

Cela posé les valeurs générales de pp' et pp’ dev iennent 

pp'^=^\p + ^p -\-(jp + + Cp" 

pp".= A'p + Cp' + Cp"+ D/'+ D^"; 

de sorte qu’il ne reste plus que six coefïîcients indéterminés A, B, 
C, D, A', C’, entre lesquels on a les deux équations 

.\+B-t-2C-t- D = /n 
A' + C -t- C + a D = OT. 

Ensuite puisqu’on a trouvé S (/7/>y')=:nC — m‘etS(pp'p'")=nD — m‘; 
la somme de ces deux quantités étant la somme de tous les produits 
des racines p prises trois à trois, on aura 

Q=n(C + D) — am‘. 

{ôaS) Pour trouver d’autres relations entre les coelUcieiits qui 
restent à déterminer, je mets d’abord la valeur de pp sous cette 
forme 

pp' — — C + (.A — C)^ (B — Cj/»'+ (D — C)p"'. 

Multipliant ensuite par p" et réduisant les produits pp" tP p“ >p ' p 
en valeurs linéaires, j’ai 

p fSp" =:_ C/ + (A — C) ( A> + C/ + C/ + Dp"+ Dp") 
(B— C)(A/>' + Hp"+Cp ’+ D/’h- C;,) 

+ (D-C)(A/>"+ B/'+C/>”- 4 - Dp + Cp'). 
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De même si on imilti()lie par/j la valeur de p p" , on aura 

P p' zsz — C/>+(A — C)(A/> + 1$^’ -t- -H Dyj -t- 

+ (B — C) ( A'/> +Cp'+ C'p" + D p" + r>p") 

+ (1) — C)(A/>''+ B/> + Cp' + D/>" 4- Cp’"). 

Comparant ces deux valeurs on trouve que les coefficients de //, 
p'", p'\ sont identiques et que les deux autres conduisent à la niênu' 
équation de condition , savoir : 

(\ -B),V=C*— C(A 4 - aB — D+ i) 4 - A* 4 - BD— IV. 

Eidiii si l’on cherche deux valeurs linéaires du produit pp' p'" , l’une 
en iniiltipliant/;^' par/»'", l’autret'u nuiltipliant [►ar/'', la com- 
parai.son des deux expressions conduira à une nouvelle équation 
de condition , savoir : ' 

A' C = — A B 4 - (A 4- B — D)' 4- C- — C D 4- D’ — C — D. 

D’autres tentatives faites sur la comparaison des valeurs d’un j)ro- 
diiit de quatre lettres n'ont produit aucun résultat , ainsi nous 
n’avous, pour déterminer les six inconnues A,B,C,D,A',C, que 
les deux équations précédentes jointes aux deux déjà trouvées, l’c 
qui laisse le problème fort indéterminé. Cependant nous verrons 
qu’en mettant sous la forme convenable les deux dernières équa- 
tions, on en pourra déduire soit une solution déterminée du pro- 
blème, soit deux solutions dont la différence ne se rapporteqii’à la 
multitude des valeurs qui peuvent être prises pour la racine primi- 
tive g , et qui n’influe pas sur les coefficients de l’équation en p. 

.Î 26 ) Il nous reste à déterminer les coefficients R et li de cette 
•Quation. Pour eela reprenons la valeur trouvée ci-dessus y>ompp'p\ 
(juc nous mettrons sons la forme 

p p‘p= M 4- M> 4- M"/'" + M'"/)" , 
où l'on supjiose 


Digitized by Google 


CINQUIÈME PARTIE. >oy 

M =C* +CD— 0(A-j-R)=C’ + 3CI)-»-lV— wD 
M' =A'(B— C) +(A — C)(A— D) + C' — RC - C 
M"=(A- D)(B— n)— (C — D)’ 

M"'=C(B — C) + A(C— D) + n(D — Bj, 

Si on multiplie par /?"' la valeur de pp p" , et qu’on apj)lique le 
signe S aux deux membres, on aura ^[p p p" p'") ou R= — M + 
+ m). Mais]’éqiiation/.»/>y7"=M + Wp 4- M'/y4- M'"^" 

donne S(yD^'^") = 5M — M' — M” — M”*=/iC — m’ \ donc 

M'+ M" i- M'' = f)M — nC-f-m‘, et par conséquent 

rt(C 4- D) — «(C‘ 4- ‘ICI) 4- f)’)— m‘. 

Pour avoir la valeur du dernier coenieient p p p” p" p" , je mul- 

tiplie par p“p" la valeur de pp p" , et ap|>liqnant le signe S aux 
deux membres, j’ai ^{ppp'p'p ") ou 

4- m;s( ;>;>'>■') 4 - w^pp'p") 4 - m'"S(/>>V). 

Substituant les valeurs eonnues ?>{p'" p")= — m, S (/;/>'"/?") = 
C/'/'y') = «C— m*, S {p'p“'p")=S,{ppp")=H\)—m\ ^{p"p"'p") 
= S{pp'p")~nC — m' , on aura 

5ft= — m M 4 - (M'4-.M"')(«C — w’)4-M"(n D— m'j, 

d’où l’on déduit n = ÿ(nW — m*), en faisant. 

W = — C* 4 - wC(a C 4 - D) — aC* 4 - (A 4 - B)’( 2 C 4 - D) j 

4-(AB4-2CD)(D — C).j 

Ainsi il suITira de connaître les quatre coeflGcients A,B,C,D, ou 
seulement trois d’entre eux , puisqu’on aA4-B4-2C4-ü = m, et 
l’équation du cinquième degré en p sera entièrement déterminée. 

( 627 ) Pour procéder maintenant à la détermination de ces coef- 
licients , j’observe que les équations du n° SaS peuvent être mises 
sons cette forme 

U. • 27 
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i(jrt=)o(A' — C')*-i-5o(A— B)’+ i 25(C— D)’ + (a5C + 2 ÔD — 2 /t- 2 )’ 
(A — B)*— 2 (A — B)(A' — Cn=/|C f 5(C-D)-— (5C— m)‘. 

Soit C + D=rt, C — D=i, A — B=,X> A' — C' = z, on troiiv»- 
d’aborfl par la première équation que les limites de a sont 

« > ^ I — 21/ rt), n < + I + 21/ ra). 

Il faudra donc essayer successivement pour a tous les nombres entiers 
compris entre ces deux limites. Pins faisant 8 n — (5a — 2 wi)* = F, 
on aura l’équation y’ + s’=v(F — 5ù'); ainsi pour chaque valeur 
de a, il faudra prendre b de même espèce que a et <l/jF; il 
faudra de |)lus (]ue le nombre 7 (F — .5^’) qui est la valeur de )■’ -t-z’, 
ne eontienue pour facteur aucune puissance impaire d’un nombre 
|)i'emier f\i — 1 . Ces premières conditions étant remplies, on aura 
une ou plusieurs manières de déterminer les valeurs de y et z, et 
il ne restera plus qu’à satisfaire à l’équation G=jr' — 2 /z, dansla- 
(pielle on a (»= 4 C + 5b‘—{5C — /«)’ et C= 7 (a + b). 

('> 28 ) Exempi.b I. Soit n = 4i, m=8, les limites de a seront 
« > 2.3, a •< 4-4) donc les valeurs à essayer sont a = 3, « = 4- 

Soit d’abord «=4i on aura F=32 — 4’= 4 pair et < 1 /-^; 

donc b = o et J"* + z’= 8 . Ou satisfait à cette équation en prenant 
) = 2 , z = ± 2 (car ou peut se dispenser de faire j= — 2 , ce qui ne 
donnerait pas un résultat différent de celui que donne j'= 2 ). Par les 
valeurs « = 4 = 0 +-D, /.»=:o = C — D, on obtient C = D = 2 , 
0 = 4 0 + 5 b’ — (30 — /n)'=4, mais alors l’équation (j=y ‘ — 2 _yz , 
qui ilevienl 4 =4 — S u’esf |)as satisfaite; donc la valeur u = 4 ne 
peut avoir lieu. 

1 1 reste à es.sayei- la valeur a = 3 qui donne F = 23 , b inq>air et 
< 1 / par eonséquent A= 1 ; de là j' + z’=g, ce qui donne les 
deux solutions ^=3, z=o ,_y=o, z = ± 3 La .seconde ne satisfait 
pasl’équalion 0 = y’ — 2 jz, où l’on a G = — 32;ainsi la première 
dévia avoirlieii. l'àiefïét les éipiations C+ D = 3, C — D= i , don- 
nent (i = 2 , D= I . 0 = 8 5 — 4 = ‘). pui.stjue >’=3,z=o, on 

a aussi g ’ — 2 y z = y == C . . 
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On a donc pour seule solution les valeurs C = a, D=i,A + B 
—m — aC — D=3, A — B=j^=3;d’où A = 3, B = o; calculant 
d’après ces valeurs les coefficients Q,R,n, l’équation en p , pour 
le cas de n = 4 ï » sera 

p' + — i&p' + 5y»‘ + ai P — 9 = 0 . 

(Sag) Exemple II. Soit n = 64i ,wi = ia 8 , les limites de a étant 
^( 642 ^: 31/6401 on devra faire successivement « = 48,49 i5o, 
5 1 , 5a , 53 , 54 , 55 , et pour chaque valeur de a prendre la valeur de 
b de même espèce que a et plus petite que V/(ÿF). On verra en- 
suite si (F — 5 6’) qui est la valeur de -f- z’ , peut se décomposer 
en deux carrés , ce qui exige qu’il n’ait pour facteur aucun nombre 
premier 4< — i élevé à une puissance impaire. Cette condition étant 
remplie , il restera à voir si la condition G =j* — a^z est satisfaite. 
Voici un tableau qui contient le détail de toutes ces opérations. 


a;. 
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— 

1 


|l 

a 

1>,C,D 

F 

?■• + *’ 

r ,» 

G 

/•■—a, -Z j 

48 

«MM 

1:28 

64 

8, 0 

o,± 8 


G 4 1 

0 


2 ,a 5,33 

4,a6,aa 


54 





24 




49 

«,j 5 ,a 4 

271 

i 33 





3 ,a 6 ,a 3 

i >3 

7.^ 8 

145 



5 , 37 , aa 


73 

3 ,± 8 

184 

9 =F 48 


7,ï8,ai 


i 3 

3 ,± 3 

218 

OT 12 1 

5 o 

o,a 5 ,a 5 

364 




1 


a,a6,a4 

172 





4 ,aj,a 3 


142 





6',a8,aa 

8,29,21 


9» 






22 




5 i 

I,a 6 ,a 5 

407 

aOi 





3,27,24 

181 

io,± 9 

104 

ioo:pi8o 


5,28,23 


i4i 




7,39,22 


81 

'',± 9 

72 

0 


9i3o,2i 


■ 

I, 0 

4 i 

1 





IO,±IO 


100:^200 


0,26,26 

400 

200 

i 4 .± a 

ino 

io6zp 56 





2,±i4 


4q= 56 


2,27,25 


190 




4,28,24 


160 

I2,± 4 

4 ,±I 2 

48 

»44 — 98 (solution) 
96 


6,29,23 


I 10 




8 , 3 <i,a 2 


4 n 

6,± a 
2,± 6 

— 44 

36 zp 24 

4 ^ 34 

53 

1,27,26 

343 

169 

i2,di 5 

64 

1447120 


3,28,25 


«49 

7,±io 

i 3 

497140 


5,29,24 


109 

io,± 3 

— 48 

ioo:n 60 


7,3o,a3 


49 

7. ° 

— 119 

49 

54 

0,27,27 

a 36 

118 





2,28,26 


108 





4,29,25 


78 





6,.Jo,a4 


28 





1,28,27 

79 

37 

>,± 6 

— 27 

la 


3,29,26 


'7 

4 ,± 1 

138 

i6::p 8 
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On voit par c« tableau qu’il ii'y a qu'un seul cas uù l'égalité 
(i —y * — a_yz soit satisfaite ; c’est celui où l’on a C = a8, D= a4 , 
A + B = ffJ — aC — D=48,A — B= la, A— 3o, B=i8. Calcu- 
lant par ces valeurs les coefficients Q, R, iî, on a l’équation clier- 
«•héc pour le cas de « = 64 1 , 

yv'-t- />* — a56^’ — )64/^’ -t- â3a8^ — 5iao = o. 

Remarquons en général que plusieurs solutions peuvent conduirr 
an même résultat, parce que les coefficients désignés par A, B, 
C , D dépendent de la racine primitive g qu’on a choisie pour les 
former; mais tous les changements se borneront à ce que la peniin- 
tation ait lien entre C et D, ce qui changera en même temps A et 
. B en A’ et C respectivenmnt , de sorte que A — B deviendra A' — C 
et réciproquement. Les valeurs des coefficients Q et R ne changent 
pas par la |>ermutation entre C et D; quant au coefficient fl, on 
|>eul dans son expression changer simultanément Cen D, Den C, 
A B en. A' + C ou m — aD — C, et AB en A'C; car les deux 
expressions étant égalées entre elles, on obtient l’équation condi- 
tionnelle 

AB-t-A‘C = m- — (4m + i)(C-«-D)-t- 50-4- yCD-i-SD', 
que nous avons déjà trouvée (n" 5a5). 
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31 1 


§ III. Application de lu théorie à des exemples nunicrupies 


Exemple 1. n = - j . 

(‘)' 3 o) Le plus j>etit nombre qui satislait à l'équation i = 3 n.(^), 
étantg^= 3 , il faudra former la série des puissances de 3 en rejet- 
tant les multiples de 7; cette série est 1 , 3 , 3 , (>, 4 > 3 ; ainsi les piii.s- 
sanres de r q’ui forment les six racines de l'équation X = o ou 
.r‘-f- x'+x*+ x'-t-x'+ x + 1 = O, devront être rangées dansl'ordre 
r\ r*, r', r®, r', r‘. lÆur somme compose le période de six terme.s 
désignée par (fi : 1) ou par (i , 3 , 2, fi, 4 , 5 ). 

Cette période se décompose en trois de deux termes (2 : 1), (3 : 3 ), 
(a; 2), que nous désignerons plus simplement par p , p' ,p'\etdont 
la valeur est 

p =r' + r‘ 
p' + r' 
p"—r' + 

De là 011 tire immédiatement, en obser\ant que r'= 1 , 

p p' = r' -H r' + r® -t- r'=p + p' 

' pp"=- + r‘ + /• + r'=p'' + p 

p"p = r'-\-r -t-r® + r'=^ p\ 

ce (pii domie d’abord S{pp) — n{p -1- -1- />") = — 2. Si ensuite 
on multiplie la valeur de par p'\ on p p' p" = p' p' ' + {/)•= 
p" +p + r* + 3 + r^=2 + p -hp' -i-p"= i. Donc l’équation dn 
troisième degré dont les racines sontp,p',p", est 

p' + p' — — 1=0. (A) 

Cette équation dont les trois racines sont réelles étant résolue par les 
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règles ordinaires, on connaîtra les quanti tés/> = r+ r‘=acos.^^, 

r » . n , 1 A h r l'j 

/? =r -f- /•■' = acos. , P =r* + r =acos.-îy-- Juscjiie la k 

est un nombre à volonté non divisible par 7; si on fait X‘= 1 , les 

ar , 61c •K 4, 4* 

racines seront ü = acos. — , w=acos. — =. — acos.-,p =acos. — 

3w ^ ^ ^ ^ ^ 

= — acos.— , la première étant [jositive, les deux autres négatives. 

Ainsi la racine positive de l'étpiation (A) sera la valeur de acos.^; 

d’ouTon déduira immédiatement laraciner=cos.— -t-f/ — 1 sin. — , 

7 7 

ensuite les cinq autres racines de l’équation X = o seront détermi- 
nées par les puissances successives r' , r' ,r* , r' , r''. 

Une racine de l'équation (A) étant connue et désignée |>ar p, on 
en déduira les deux autres [lar une formule rationnelle, comme il 
suit ; 


p"=p' — a =— 1 — 

^ ^ t -h P 

p' = = 1. 


C'est ce qui s’accorde avec les valeurs trigonométriques de ces ra- 
cines. 

Au reste cette solution, pour le cas de «=7, est entièrement 
semblable à celle qu’on déduirait des méthodes ordinaires. En effet, 
l’équation X = o étant du nombre de celles qu’on appelle récipro- 

ipit's , ou dans lestjuelles on jveut substituer ^au lieu de x , on peut 

la réduire au troisième degré par la substitution .r’ -t- i=zx qui 
donne iiiimcdiatenicnt 

z’ H- a’ — a Z — I = O ; 


équation qui est la même que l’équation (A), et dont nous avons 
donné ci-dessus (n” io 5 ) la résolution numérique par les fractions 
continues. 
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Exemple II. «=ii. 

(53 1 ) Prenant clans ce cas la racine primitive g'=a qui satisfait 
à lequatioii — — ■ . on formera par les puissances de a , la série 
des dix racines de l’écjuation X=o, ce qui composera la période 
(lo; i)ou (i,a,4) 8,5, i o , 9 , 7 , 3 , G). Cette période se décompose 
en cinq autres de deux termes, savoir : 

pz=zr-h r'% p' = r'+r^, p''=r*+ r’, p"'=r*+ r\ p"=r' + /•*; 

et ces valeurs donnent immédiatement les équations p'= 7.+ p' , 
PP =p + p" , pp"—p" P" -, d'où l’on déduit toutes celles cpii 
expriment en valeurs linéaires les produits de deux dimensions, 


savoir : 



P' =%+p' 

PP' =P +p" 

pp"=p"+p 

pi' =Ea + /?" 

pp =p +p" 

pp"'-=p"+p 

p"' =a+/?"' 

p"p"=p”+p 

p” P" —P + P 

p'"' = ‘^+P" 

p"p” ^p'"+p 

p"p =/’' -^p 

p"' =r. a + P 

p-p =p"+p’ 

P"p =--p"-^p 


He ces formules on déduit les valeurs de cpiatrc racines exprimes^ 
en fonctions de la cinquième, savoir: 

p" = P* — [\p' + -1 
p'"=p^--ip 
p"=p^—bp^ + ’^ip. 

. Substituant ces valeurs dans l'équation 0=1 +p+p -^P 
on a l’écpiation du cinquième degré, 

p'+p * — -H 3/> + I = • ; (^) 

dont les racines doivent être a cos. — » acos. — , acos. — , 
— a cos — , — acos. — . Ainsi la plus grande des deux-racines jio- 

II ’ Il ‘ 
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sitives de celte équation sera la valeur de acos.^; on en déduira la 
r=cos.^ + l/ — I sin.^,et delà les neuf autres racines de l’équa- 
tion X = o. 

Nous avons suivi la méthode générale pour parvenir au résultat 
précédent, mais on y serait parvenu plus simplement en faisant la 
substitution x’ 1 =px dans l’équation X=o. 

Jusque là on ne voit pus quel est l'avantage de la nouvelle mé- 
thode dans la résolution de l’équation x” — i=-o; cet avantage se 
léra mieux sentir dans les exemples suivants. 

Exemple III. n= i 3 . 

(oSa) D’après la racine primitive g-= 2 qui satisfait à l’équation 
^‘= — I ou i=oiL(i3), on formera la suite des exjx)sants 

de rdans l’ordre j,2,4,8, 3,6, la, 11,9, 5, 10, 7, qui sera celui 
des puissances égales aux racines de l’équation X = o. Ces racines 
prises de trois en trois , formeront trois périodes de quatre termes 
que nous désignerons comme il suit, en nous bornant à indiquer 
les exposants des puissances de r qu’elles contiennent ‘ 

jp =(4: i)=(i,8, 12,5) 

/>’ = (4:2)=(2,3,ii,io) 
;>»=(4:4)=(4,6,9 , 7); 

on tire de là par le théorème de l’art. 5oo, 

pp'=.p -t- np + p" — — 1 +p 
p' — k + p’+ -xp' = 3 — P +p"- 

Chacune de ces équations en fournit deux autres , mais il suffit de 
les combiner avec l’équation ordinaire 0= i + p + p + p\ pour 
en déduire 

p'^ +p' — ^p-^l=o. (A) 

C’est l’équation qui servira à déterminer les trois racines 
II. a8 
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connaissant une de ces racines désignée |2ur/;, les deux autres se 

trouveront immédiatement par les formules 


p'=-p=‘^-^p-r’ 

P = 7 = 7 ='-^=/’ 

11 faut maintenant subdiviser eha(|ue |xTiode de quatre termes en 
deux antres de deux termes (i), savoir : 


P =<! + h' 

K 

P' =7 y” 

p"±mtf"^ fj' 


tj ç±î(t : ia):s=r' 4- r" 
r/" = (8: 5) = r* + r‘ 
(j =(‘2i t i) = r’4- /•" 
ÿ"=( 3 : io) = r' 4- /-■• 
y" =(/»: 9) = r‘4-r’ 
(f =(6: 7 ) = r‘ 4- r’. 


On trotfvei*a d’ailleurs les produits q<(" =zq" + ff=.p'\ q'q"=s:p^ 
q” d’où il suit que 

q et q" seront les raoîUaS de l’étjuation 7'—^ 7 + p"^<> 
q' et 7" q' — p' + P 

q" et q' 7’ — p" q + p' = 0 


Au reste il est aisé de voir qu'en prenant pour la racine négative 
«le l’équation (A), l’équation 7’ — pq-\i- p" z=^o aura les deux racines 

7 — 2 cos. ^ > q"' = — 2 cos. ^ ; avec la racine positivc7 on formera 

une racine de l'équation X =0, savoir: .r=cos.^ 4 - \/ — 1 sin.^, 


(t) On reihaNjoerS USns la ntAatiUrt Itnln^M tie f, le même nrdre qui sei-ait 
suivi, si, flans la périofle (la : i) ou (i , a, 4i B. . . 10 , 7 ) comprenant IMtef 1ns 
racines , on prenait les termes de six «n six ; ce qui clootierait la suite des périodes 
de deux termes, ÿ — (‘ • '*)> Ç'—(^ : • t)i etc. Rien par conséquent n’est arbi- 
traire daiM «ettn notatiori. 
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laquelle donnera toutes les autres par ses puissances successives 
r, r', r', . .r". 

S’il ne s’agit que de la division de la cjrconférçnce en i 3 parties, 
il suffit de connaître la racine ^ = 2 cos. , ce qu’on obtient, con- 

formément à la tliéorie générale , par la résolution de l’équation (A) 
du troisième degré, et par celle de l'équation du second degré 
'/'~P'/+p" = o. 

Exemple IV. n=^ ly. 


( 53 'i) D’après la racine primitive 3 qui .satisfait à l’équation 
g' + I = 3it(i7), les puissances de r qui sont les racines de l’équa- 
tioii X = o, doivent être rangées dans l’ordre des exposants 


1 , 3,9, 10, i 3 , 5 , r 5 , 1 1; ifi, 14,8,7,4, 

Ces racines se décomposent en deux périodes (8 : i), (8 ; 3 ), dont 
les valeurs sont , en indiquant seulement les puissances de r par 
leurs exposants, 

P =( 8 : i)=(i, 9 , i 3 , i 5 , 16,8, 4 ,a) 

/ = ( 8 : 3 )=( 3 , 10, .5 , II, 14,7, 12, fi). 


Ces valeurs donnent y9^' = (8 : 4 ) + (8 : 1 1) -H (8 : fi) •+• (8 : la) -t- 
(8 : i 5 )+ (8 : 8) ; 4-(8 : i 3 ) +(8 : 7 )= 4 /» + 4 ^'= — 4 î donc les deux 
quantités p etp' sont les racines de l’équation p'+p — 4 = o. 

Il faut ensuite décomposer la période 7? ou (8 : i) en deux autres 
de quatre termes (4 :-i), (4 : 9) , qor nous désignerons par y et q"; 
de même la période p' ou (8 : 3 ) en deux autres (4 : 3 ) et (4 : 10) que 
nous désignerons par q' et q'“, comnm il suit : 


p =q +q" 


-~q +q 


q =( I , l 3 , 16, 4 ) 
'/"=(9 ,i 5 , 8 , a ) 
,7' =(3 , 6 , i 4 , 12) 
7"'=(io, II, 7 , 6 )• 
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Il en résulte 7 ÿ ’'=(4 : io)-t- (4 : i6) •+• (4 •' 9) + (4 : 3) = ^''-»- (j -\- 

q" + (f z=p + p = — I , et semblablement q' q '"= — i. Donc 

q et q" sont les racines de leqiiation q' — p q — 1=0 
q et q" q'—p'q—\=0. 

Enfin chaque période de quatre termes se décompose en deux autres 
de deux termes que nous désignerons comme il suit ; 


q =t +r 

q =t' +r 
q"=t" + r 
q"'=t"'+ r' 


t 

= r* 

+ r" 

r 

= r” 

+ r‘ 

t' 

= r’ 

+ r" 

r 

= r‘ 

-t- r" 

f 

= r* 

r* 

t" 

= r" 

+ r' 

t'" 

= r" 

+ r’ 


' r** 

-l-r* 


t r =q , e — q t + q =0 
t' f —q"i f — q' t+q" = 0 
t" t" = q'\ V — q" t + q"' = o 
t"'V"=q y t' — q"'t+ q =0. 


(534) Dans la résolution de ces équations trois ambiguités sont 
inévitables (1), savoir; une dans la valeur de p déduite de l’équa- 
tion p' + p— une dans la valeur de q déduite de l’équation 

q' pq — I =0, et enfin une dans celle de t déduite de l’éfjuation 

t' — qt+q'=^o. Il en résulte huit valeurs différentes pour t, ce 
qui est conforme à la nature des choses; car ayant en général. . 

; =cos. ^-^+\/' — I sin.^^.et par conséquent t = 2 cos. , on 
*7 *7 7 

peut donner à k les valeurs 1, a, 3, 4, 5 , 6, 7, 8 à volonté , ce qui 
donnera pour t les huit valeurs 


aiç XiT 6x 81Î loir 

acos. — , acos.— , aeos. — , acos. — , acos.-— 
17’ 17’ 17 «7 '7 

liir i6ir 

acos. , acos. — . 

17 17 


acos.- 


•7 


(i) Il n’y pas d'autres ambiguités à craindre, parce que/» étant déterminé, on 
en déduit p '— — > — /»; y étant connu, on en déduit les trois autres^',^",^"', 
qui peuvent s'exprimer en fonctions de q ; de même t étant connu , on en peut 
déduire etc. 


Digitized by Google 


CINQUIÈME PARTIE. aai 

Il n’y en a pas un plus grand nombre, parce que 17 — k et en gé- 
néral 1 7 1’ db A donne le même résultat que k. 

Pour obtenir des résultats numériques , on peut faire d'abord 

/ = a cos. U , U désignant l’arc , ce qui donnera 

t =2cos.(o, t' = acos, 3 co, ï"=acos.9o, t"' = acos.7o) 
acos. i 3 fc), r = 2cos. 5 ûi, r' = acos. i 5 u, ï™ = acos. ii«. 

Ces valeurs substituées dans celles de q donneront 

q = a cos. cü -H a cos. 1 3 u =4 cos. G u cos. 7 u 
q = a cos. 3 0 a cos. 5 Cl» = 4 cos. cücos .4 <>» 

. ÿ = aco.s. y t»-i* acos. 1 = 4 cos. 3 û»cos. la 4» 
y^"=2cos.7cü acos. 1 1 o» = 4cos. aiücos.y*». 

EiiGn on conclut de celles-ci : 

P = 4 cos. 6 «cos. 7 Cl» -t- 4 cos. 3 <« cos. ia« 

= 4 cos. u cos. 4 u -+- 4 cos. 2 «cos.yu. 

( 535 ) Ces formules ont lieu sans supposer aucune valeur parti- 
culière à k ; soit A = i , ce qui donne « = — , alors on reconnaît 
immédiatement et sans calcul, que q et q sont positifs, q" et q" né- 
gatifs; on a en même temps /> = 4cos.— cos. — — 4cos —cos ~~ 

*7 '7 >7 ■ 17’ 

et/» = 4 cos.-j^oos.^— 4 cos.^cos.^, ce qui prouve que p est 

positif et /»' négatif. Ces signes suffisent pour diriger la solution de 
manière à éviter toute ambiguité. 

En effet /» et // étant les racines de l’équation />• /» — 4 — q ^ 

en tire 

ensuite l’équation qui donne q et q" étant q' — pq — 1=0, on en 
tire 

H = ^P + ^V^{p' + ^), 9 " = i/»— }l/(/»* + 4), 

soit i>our abréger a =l/ 7 ^et =1/(2 a o), on aura 4(a— 1 + g) 
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</"3=)(a — I — €). A l’égard de t/ qui doit être positif on peut 
•fléduire de l’équation q‘^ — p q — i =o, qui donne 

y' = i// + l/ (-;/>'• -4- i)=i[_a_i +p/(a«’ + aa)] 

— 4 )- 

(Connaissant q et q , l’équation f — -4-Ÿ' = o,qui a |K)ur racine.s 

2 TT 8ir . ir , 

r=acos. — , t =acos. — =asin.s-r, donnera 
*7 *7 34 

eos. ^ = 7 y + i 1/ (</■ — 4 7') = 7 t(* — ' + 6 ) + i |/[(a -î- 3 ) (a — i€)] 
~ — 47)='ît(*~ ' + +3)(« — {€)]. 

Ainsi an moyen de trois extractions de racines carrées, on aura la 

\aleur de asin.^, côté du polygone de 34 côtés, et celle de 
•^4 

a ^1 — cos. , carré du côté du polygone de 17 côtés. On aura 
en même temps par la formule x = eo$.^+f/ — i sin.^ > une ra- 
cine de l’équation X = o; laquelle servira à déterminer toutes les 
autres. 

(ô 3 (>) S’il s’agissait de résoudre rérjnation.r’^- — i = o ou île di\ iser 
la circonférence en uSy jwties égales, le problème ne serait guère 
|ilns compliqué que celui qu’on vient de lésoudre; il y aurait seule- 
lement quatre équations du second degré de plus à résoudre, de 
sorte que le polygone de aôy côtés ])onrrait s’inscrire géométrique- 
ment comme celui de 17. Il en est de même du [rolygone de a'* + 1 
on fj ')537 côtés, qui est inscriptible géométriquement, ainsi que 
ceux de a'* et de a'* — 1 côtés , puisque a'‘ — i = fa* — () (a* -t- 1) = 
2 'j 5 . 257 = i 5 . 17.267. 

En effet, si sgr une circonférence donnée C on |»eMt construire 
l'arc égal à ^ C et l’arc égal î» -^C, leur différence sera et la 

jnoitié de cette différence donne l'arc égal à ^ C. De niènie con- 
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naissant cet arc et l’arc égal à on coniiaitra l'arc égal à 

( C oa K -C, dont la moitié est sous-tendue par le 

\a55 aoj/ aSS.aSj ’ ' 

côté du polygone qui a C 6535 côtés. 

Exemple V. « = 4>- 

(ôSy) En mettant n — ■! sous la l'orme 8 x 5 , nous l’ormerons 
«l’abord l'équation du cinquième degré qui]a pour racines les périodes 
/.=(8:.),//=(8;^),// = (8:g-0,y'' = (8:^’),/.'- = (8:^‘).T.e.s 
racines simj>les comprises dans ces périodes sont déterminées comme 
il suit, d’après la racine primitive i 3 (i) qui satisfait à l’équa- 
tion ^■'"-4- I =01l(4i), ou simplement g '° = — i, sans qu’on ait 

= — I. 

P =( I , 38 , 9 ,i 4 , io, 3 , 3 «, 27 ) 

P =(i 3 , 2 , 35 , 18,28,39, 6 , 23 j 
//'=(5 ,aG, 4 ,29,36,15,37,1a) 

/j'"=(a 4 , 10, II, 8 , 17, 3 i, 3 o, 33 ) 

/>"=(a 5 , 7 ,20,22,16,34,21,19). 

De là on tire par le théorème de l'art. 5 oo tes râleurs linéaires de 
pp' ,pp" ,p', et celles qui en dérivent, comme il suit: 

P P ^=3 P +^p" -^-p" +-ip" P p" =^p +^p' -y-ap" +p'"+p"‘ 
P p"=^p' +^p" +p" -y-ip p' p"'=^p -y-’xp -y-i.p"' -y-p" -y^ P 
p" p"=^p' -^-ip" -y-p -4-2// p" jf' —ip" -y-^p" -y-Vkp" -y-p +p 
p"p”=^p’" +^p -y-pl -y-ap" p"'p —ap" +np" -y^ap -y-p -y-p” 
P"P =3/)"-+2/?' - 4 -/ 7 " -4-a/j'" p"p=ifT+^p -y- ^p -y-p" -y-p" 
p' =8-4-3 p' -4-2/7" +2 p'" 
p’ =8-4- 3/>" -4- a/»'" -4- 2/7” 
p "' = 8 -4- 3/7"' -4- 2/7" -4- 2/7 
p'"' = 8 -4- 3 / 7 " -I- 2/7 -4- 2/7' 
p "' = 8 -f 3/7 -4- 2/7' -4- 2/7". 


(1) On a eboUi i 3 parmi les 16 valeurs que peut avoir dans ce cas la racine 
primitive : ces 16 valeurs sont ±(6,7,11,12,13, «5,17, 19). 
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Au moyeu de ces iW{uations il est facile de déterminer les valeurs de 
y/, exprimées par le moyen de p, ce qui conduira assez, 
promptement à l'étjuation du cinquième degré en p. 

Ru effet la valeur de p' combinée avec l’équation o= i+ /? + />' 
4 - p" + p'" + p” , donne d’abord 

p' 4- 2.p — 6 =y/ — ap". 

Multipliant chaque membre par p et substituant dans le second les 
valeurs linéaires de pp' et pp" , on aura 

p' 4- a/l’ — i3/z — l\ — ^p"-\- p". 

Multipliant celle-ci par /z et faisant de semblables réductions, on 
aura 

p* + ^p ' — i3/?’ — 8/? 4- 6 = 3/;' 4- 3/z". 

Eniin multipliant de nouveau par p , i\ viendra 

// 4- a/z‘ — i3/z’ — Bp' — 3/1 4- G=fi/z"+ 3/z''. 

De ces équations on tire deux valeurs de g/z", qui étant égalées entre 
elles donnent l’équation cherchée 

-t- /z‘ — 5 /z’ 4 - ai/z — 9 = 0 . (A) 

(j'est ce qu’on obtiendrait directement jwr les formules de l’art. 5o3. 
Ces mêmes équations donnent les valeurs de p' ,p" ,p"' ,p" ^ expri- 
mées en fonctions de p , comme il suit : 

9/z' = ap' + a/^ — ag/i’ 4- lo/i 4- la 
g/?" = p* + ^p‘ — \op' — 34/’-t-6 
9/i'"= — 4/>‘ — 7 P '+ 58/i’4- 19/1 — 60 
9/z"= /;‘4- /i’— I9 /z’-4/> 4-33, 

mi plus simplement 

ip = p ' — 10 -t- - 

3//'= /,'4-a/,’-i3/i-5 4-i 
3/" = -/z‘ — a/i- 4 - 1 3/; 4 - 8 — y 
3/i"=-/i’— 3/1 4 - 4 +" 
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Voici pour fixer les idées, les valeurs a[>f>rochées de ces racines, 
en désignant par p la plus grande des racines positives 

* ' I* ‘ i 

P = 3.0625390796 

p ' = 0.4461014296 
p" = 1.21 628 75 o 38 

/>'"=— 1. 1908668406 
p" — — 4*52906 1 1724. 

( 538 ) Il faut maintenant partager les cinq périodes de 8 termes 
désignées par />,/>', etc. , chacune en deux autres désignées par 7, 
«tomme il suit : 

p =7 +7’ ( ? =(',9. 40, 32 ) 

^ I î' =(38 ,i4, 3,27) 

^ ^ H =(13,35,28,6) 

9" =(2,18,39,23) 

p"=ci" + cf" I ?" =( 5 , 4 , 36 , 37 ) 

( 9'" =(26, 29, i 5 , 12) 

b"'= 7'" + 7-* ?" = (24 , Il , 1 7 , 3 o) 

9""=(io. 8 , 3 i, 33 ) 

„ j 9 " =(25,20, i 6 , 2 i) 

l 9 ': =(7,22,34, 19). ' -V 

Le produit 99’ est la somme des quatre périodes (4 : 39) , (4 : 1 5 ), 
( 4 : 4 ), (4:28); ces périodes' sont q" , q^" , q\ q> , et leur somme 
P P > 1 équation du second degré dont les racines sont 

9 et 9', est 9* — 9 +/»'+/?"= O ; d’après cette équation on ôbfient 
toutes les autres, comme il suit : ‘ , 

racines 9 et 9’ équation 9*— />9 +'^9" =0 ' ' 

9' et 9" 7'_ p'^ + p" ^p'"^o ■ 

9" et 9- q'~p"q+P"+p"=ü- . 

9 " et 9’“ 7’ — p'"q+p"+p =0 " 

9 " et 9“ 7* — p"q+p +/>' =0. 

” 29 
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(53g) res(^i 4 |»ai t3ger diaqut- pqi-iod# 4 e 4 termes dé- 

signée par (f, fi» 4«i* autres de depx terme» désignées par t; vxûci 
Jcs valeurs de t et les équations qui les contiennent deux à deux : 


= t -I- f 


= t +t' 


t 

r 


4- H* 
fw r» :t- r*’ 


r{" =zt"' +t'"' 
q" —t" +r' 
q' =V +r,‘ 
q- =:r -K- , 
q"' z=t"' -i- r'I, 


—Tilt AVIII _1 ' ' 

7 +-^frr*'=: 


<' t2^ r” -f- r” 

t" •> r* 

t" =r‘ -»-r“ 
r* =r* -f-r*’ 

=/^-f-r’ 
r" = r" + t^ 
t" =zr'^-hr'‘ 
r’ =r” + r" 
I r = r“ 4 - r’ 

j r =i/-’*-4r*’ 
j r =r’ 4 -r-’« 
I r' =/'* + r” 

= 2 /^* 4 - 

f r”“ = r” 4 -r” 

r“ 


r' 4 - 


r« 


• i t" 4-/^* ) 

' d" =*f -»- «“■ 

i:r.: ! =r*‘ 4 -r‘» ) 


f — qt 4 -y’" = o 
f — y'< + 7 ” =o 
4 -f 

V—q"t + t( ICO 
f* — 4 - q" =o 

t^—q't +q'" =o 
t' — q'‘t +q" —O 
r — q"'t+q' =o 
V — q"^t+q” =o 
V—q"t +q"' —O 


^^équatlon du second degré (jui a pour racines q et q' ne détermine 
pas celle des deux racines qui doit être prise pour q ; il en est de 
même de l’équation qui a pour racines q et q" et des trois autres 
semblables. Pour faire disparaître à cet égard toute indétermina- 
tion , autre que ceUe qui est inévitable entre q H q’, il faudra cher- 
cher, conformément, à la tliéorie précédente, la» valeurs des puis- 
sance», ÿ*, 9*,^*, 7* tU* la racine q, exprimées en termes linéaires 
7 > 9 ' H ’ • ’7''i Pt» réduira ces valeurs à ne contenir que les incon- 
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nues (j' , q", q", q" , puisqu’on peut stibstituer pour les autres rai'iiu^s 
les ex [)ressions q'=p—q,q"= p — q\ q'“ = // — q", q""z=p" — q"\ 
q"=p" — q". De cette manière on aura quatre équations au moyen 
desquelles on pourra exprimer q •,q\q" ,q" par les puissances de 
q , sans aucune ambiguité, ce qui déterminera en même temps les 
autres racines q ' , ç” . . .q”. 


( 54 o) Le choix étant donc fait pour la valeur de q entre les deioi 
racines de l’équation q'—pq -+- //4-//'a=io, toutes les autres qtiau-> 
tités q’iq'i etc., deviennent counnes et déterminées. I/OOS«ju’o» 
passe ensuite des périodes q de quatre termes aux périodes t de 
deux termes, déterminées par dix équations du second degré, ou 
rencontre une jjremière ambiguité inévitable dans la valeur «le t 
qui peut être indifféremment l’une des deux racines de l’équation 
t' — qt + q''"' — o', on pourra ensuite éviter toute ambiguité pour 
la détermination des 19 autres racines t , t" . . .t*", en faisant usage 
du même procédé que nous avons indiqué pour les racines^', q" ...q". 
Mais ces calculs sont d’une longueur rebutante , et il faut avouer 


que c’est un défaut de la méthode dont nous donnons ici le dé\e- 
loppement,dene présenter aucun moyen simple, ])risdans la même 
analyse, d’écarter toute ambiguité dans la détermination des pé- 
riodes déduites des périodes d'un ordre supérieur. ÎH; GaiiSs, auteur 
de cette métho<le, a senti cet inconvénient, et W a proposé pour y 
remédier d’employer les valeurs approeliées «les «liW'érent.s termes 
que l’on cherche en les tirant d’une table de .sinils nattirels. Aittsi 

aA’iï . . at-ff 

-T M/ — I sin.--- 

4i 4» 

I % a n •— û 

donne en general r 


dans notre exemple où l’on a r = cos. -4- 1/ — i sin.-^^, ce qm 


a n ■ 
-t r 


= 2 co». ~ ° - , si on fait p«Hir abréger 


A = I , on aura r‘^ = a cos. Au moven de cette fornutle 

' 4 * 

les qitantités «/, qr's etc. , s’expriment très- simplement et d’une ma- 
nière déterminée, comme il sitif': 


^ 9 - 
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Lorsque ensuite on passe des périodes de quatre ternies désignées 
par y aux périodes de deux ternies désignées par f , on a pour ces 
dernières les valeurs très-simples, 

/' =aeos.- 7 — 

4i 
lair 

t =acos. 

4* 

<1.1 8 TT 

<*” = acos. - 7 - 
4« 
etc. 

Et d’après les valeurs approchées de ces quantités, combinées aveo 
leurs signes, il n'y a jilus d’ambiguité à craindre dans la résolution 
des équations du second degré qui donnent les diverses valeurs de 
q et de t. 

(54i) On voit d’ailleurs a priori pourquoi la solution générale 
est sujette à des amliiguités multipliées, même en usant de toutes 
les ressources que fournit la méthode pour déduire d’une période 
donnée toutes les autres périodes d’un même nombre de termes; 
c’est que la solution générale a lieu quel que soit le nombre entier 
4^, -et puisque ce nombre peut prendretoutes les valeurs de i à n — t, 
il est évident que chaque changeaient fait dans la valeur de it, doit 
intervertir l’ordre des périodes composées d’un même nombre de 
termes. ' i , 

Dans l’exemple dont nous nous occupons n — i =4o , ainsi il y a 
4o valeurs différentes à prendre pour /■ , lesquelles prises deux à deux 

produisent les mêmes valeurs det, puisque la valeur t = 2COS. 
nechangepasen mettant » — A à la place de A. On doit donc trouver 


t =acos. 


4i ’ 


./ a6« 

f =2C0S.-7— , 

4« 


t =2COS. 

etc. 


4i ’ 


THEORIE DES NOMBRES. 

i8jc 


7 =2COS.-;- 4- 
’ 4I 

26 r 

41 

lOTC 

4< 


q =2COS.- 
q"—1 COS. • 


2 COS. 


2 COS 


2COS. 


4i 

12 K 

4» 

8ir 


4> 


etc. 
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20 valeurs difiërentes pour une même racine t* dans laquelle a serait 
constant, et ces 20 valeurs, différentes entre elles, représentent la 
suite entière t, t' , 

IjC nombre 20 de ces combinaisons, composé des trois facteurs 
5.2.2, s’explique naturellement par les cinq valeurs de/? déduites 
de l’équation (A), par les deux de q déduites de l’équation... 
q' — pq-\- P +p" = o,el par les deux de t déduites de l’équation 
t‘— qt q"" = 0. 

(542) Si on n’a pour but que d’obtenir le résultat final , soit pour 
avoir toutes les racines de l’écjuation X=o, soit pour diviser la 
circonférence en n parties égales, on pourra éviter en très-grande 
partie les diflicultés que nous venons de signaler, et il ne faudra 
jamais qu’un j>etit nombre d’essais pour parvenir à une ou plusieurs 
solutions réduites à la forme la plus simple dont elles sont susce|>- 
tibles. C’est ce que nous allons faire voir dans le cas de n = 4 i- 

II faut d’abord cbercber la valeur approchée d’une racine de 
l’équation, puis déduire de cette racine, désignée par p , les quatre 
autres désignées par p' , p' ,, p'" , p" \ voici le résultat de cette oj>é- 
ration pour laquelle on a donné ci-dessus les formules nécessaires. 


Racines approchées. 

Leurs logarithmes. 

p = 3.0625390796 

0.48608 168926 

p = 0.4461014296 

9.64943 3 a 1 5 o 

p" = 1.2162875038 

1 0 . o 85 o 3 624496 

/?"' = — i.ig 586 684 o 6 

0.07768 28288 

p" — — 4 • 52906 11724 

o. 656 oo 81866 


Au moyen de ces racines on calculera les valeurs de q el q' , ainsi 
que celles de q" et q '" , savoir : 


q et q' parla formule q—\p — p' — p")~ j 

q" et ÿ*”' parla formule q=.ip"±V^(~p"‘ — p'" — p")= } 


a. 35734 3 o 658 
0.7051960138 
3.07690 19087 
— I .86061 44049 
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Remarquons ensuite que parmi les équations qui déterminent deux 
à deux les 20 valeurs de t, on trouve l’équation t' — q"t-i^ç = o 
qui donne ces deux valeurs t = \q" — q~\. Or par le 
résultat précédent, q doit être Tun des deux nombres a.Sôy. . . , 

O. yo 5 . . . , et q" l'un des deux 3.0769 , — i . 8606. . . Ainsi on 

n'aara que ces quatre suppositions à faire : 

I q =2.3573.^30658 j q = a. 3573430658 

( ÿ" = 3. 07690 19087 i q " = — 1 .86061 44'>^9 

,11 j q =0.7051960138 ( y = 0.7051960138 

I ÿ"= 3.07690 19087 I q = — 1. 86061 44 o49 

La seconde supposition ne peut avoir lieu parce que les valeurs 
de t qui en résultent seraient ima^^inaires; la troisième n’a pas lieu 
non plus, parce qu’il en résulterait une valeur de t plus grande 
que 2 , laquelle par conséquent ne pourrait être représentée , comme 
elle doit l’être , par 2 cos. m. Ainsi il ne reste à calculer que les valeurs 
de t qui résultent de la première et de la quatrième hypothèse. Ces 
valeurs sont : 


Dans la I" hyp. 
Dans la 1 V« hyp. 


t= 1.63585 8^205 =2cos. ( 35 ” 19". 0244 ) 

<= 1. 441^431882 =2co>.( 43*54' 8". 7804) 

r = — 0.52996 3 oo 385 = 2COS. (i o 5 “ 21' 57".o73i i) 
r= — 1 . 33 o 65 1 40105=2 cos. (« 3 i* 42' 26". 34157) 


or on a 


35 * 7' 19". 02439, 43 ” 54 ' 8". 78049 

io5"2i' 57". 07317, i3r42 26'. 34146 


Ainsi on peut conclure de là que les quatre valeurs trouvées pour t 

<lans nos deux hypothèses, seraient égales rigoureusement à s.cos.^, 

2C0S.— , 2C0S. -f-, 2cos.^, si on substituait dans les formules 
41 4* 4i 

les valeurs exactes des racines p , p\p’\p",p''. De là résultent ces 
.quatre solutions, 
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i”5ol. aco». — 4?) ( J +T '/(/’’ — 4p' — ip") 

a- sol. acos..!^=ij"— 4?) | Ç“—hp"+7^(j>"‘ — 4p'"—4p''') 
3'sol. acos.^=if'’+iV/(ÿ"* — 4f) y =s^p —y' (p‘ — 4p' — 4p ) 

4- sol. 2cos.^=ij"-ii>(î’'’— 4?) g''=ip'‘—i\^(p"‘—4p"'—4p") 

Une seule de ces solutions sufiît pour avoir toutes les raeines de 
l’équation X = o; car si on fait, par exemple, r = cos. ^ + 
\/ — I sin.^., cette racine fera connaître toutes les autres par les 
puissam>es successives r’, r*. . ,r^. 

(5.\'5) Voyons maintenant l’usage de la même analyse pour dé- 
composer la fonction X du degré n — • i en facteurs des degrés sous- 
multiples de n — 1 . 

Si on veut seulement la partager en deux facteurs du degré 
m = ^(n — I ) , il suffira de mettre 4 X sous la forme Y’ dz « Z’ , sa- 
voir : Y‘ + nZ’ si n est de la forme 4f — i et Y’ — nZ' si n est de 
la forme 4 « + i . Dans ce dernier cas seulement les facteurs du degré 
m sont réels puisqu’on a ^X=(Y+Z\y'jt)(Y — Z\/ n). 

En général si on fait n — i=nnh, on pourra décomposer le po- 
lynôme X du degré mh, en k polynômes du degré ni, ot qui fera 
autant de décompositions possibles qu’il y a de manières de par- 
tager n — I en deux facteurs. 

Dans l’exemple dont nous nous occupons où n — i t=:4o— 2 *. 5, 
on pourra décomposer le polynôme X du 4o'^' degré de cinq 
manières différentes, savoir: 

en deux facteurs du degré 20 
. en quatre du degré 10 

en cinq du degré 8 

en dix du degré 4 

et en vingt du degré a.. 

Nous allons développer ces différents cas. 
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D’après les calculs précédents les vingt facteurs du degré a, sont: 

T =x’ — fx-t-i 
T =x* — t'x+ 1 
T" =x'—t"x+ I 


T-=x’— f"x+i. 

Par le produit des deux facteurs T et T" on formera le facteur Q 
du quatrième degré; de même par le produit des deux facteurs T, 
T‘, on formera le facteur Q' et ainsi jusqu’au facteur Q“; de sorte 
que les dix facteurs Q, Q', Q". . .Q", serontainsi exprimés : 

Q =(x’+i)' — x(x’+i)ÿ +q'"'x' 

Q' =(x* + i)‘ — x(x’ + \)q' + q'^x' 

Q"={x*+ i)* — x(x*+ i)q" + yx* 


Q" = (x‘+ i)‘ — x(x*+ i)y”-»-ç’"x*. 

l.es facteurs du huitième degré se formeront par la réunion de 
deux facteurs du quatrième en cette sorte P = QQ’, P'=Q'Q", 
F'=Q"Q"', P"'=Q"'Q"", P" = Q”Q". Or en effectuant la mul- 
tiplication, on a 

P = (x' 4 - 1)* — x(x’ -t- i)’(y -t-9’)-»-x’(x' + i)' {q'" + q"'' q q') 
-x’(x’ -h l){qq"+ q' q'"')-\- X^q" q"". 

Dans cette expression les coefficients réduits d’abord à la forme 
linéaire, s'expriment ultérieurement par le moyen des racines p, 
et parce que la valeur du facteur P fait connaître les quatre autres 
facteurs , le système de ces facteurs sera comme il suit : 
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P = (o:‘ + I )* — X (.r‘ -4- i Yji + x’ (.r* + i )* (// + p" + p") 
-hx'(x‘-h i)(i + p) - 4 - x^{p+p”) 

R =(a^'H- i)‘ — x(x' + I )’/>' + a* (.r’+ i)' {p" + p'" p”) 

4- 4 - i)(i ^-//) 4- x*{p’+p) 

P ' —{x‘ 4- f)‘ — xl^x' 4- i)V^"+ P"+ p) 

4- x'(ar’ 4- i)(i 4 p") 4- x'{p"+p) 

P"=(a:’4 ly — .r(x‘-H iyy/"4 - æ’ ( x‘ 4- 0‘{/^''+/’ 

4-.r^(x*4 i)(i +p") + x^{p"'+p") 

P"— (x’4- l)‘ — x(x’4- i)V>"4-x’(x’4- {p + p p") 

4- .r’(.c‘ 4 |)(| 4 p") 4 x'{p" 4 //''). 

I,;>44) (3n a déjà formé lc.s deux facteurs du vinj'tième degré qui 
«livisc’iit le |iolynome X ; cherchons maintenant les quatre facteurs 
du dixième degré. Pour cela il faut d’abord avoir les valeurs des 
quatre périodes f = (io : i), p'=(io ; g), o"=(to : g-’), p'"=(,o ; g'), 
dont le développement est , en sup|x>sant toujours g= i3 : 

P ( * 1 0 1 ^ 8 ; 4o , 1 6 , 3 1 , 3“ , a3) 

e =('3, 38, 7 , Il , 2 (); a8, 3 , 34, 3o, la) 

?” —i ^ J 2 , ç) , 20 , 8 ; 36, 3q , 3a , 21 , 33) 
p"' = (24,2<i,3.5, i 4 , 2 a; 17 , i5, 6 , 27 , 19 ). 

De là résulte suivant le théorème de l’art. 5oo 

?* =8— ap 4p"4ap'", pp'=— a4ap, p p" = — a4p4p" 

?" = 8 — ap’ 4p"'4ap , ?'?"= — a 4 ap", p'p"'= — 24p'4p'" 

f ’"=8 — ap"4p 4ap', p''p"’= — a4ap’", 

p '"’=8 — 2 p'" 4 p' 4ap", p"'p — — a4ap 

Pour avoir l’équation du quatrième degré qui détermine p, je forme 
les équations successives 

p‘ 4 2 p — 8 = p"4- 2 f" 
p’ 4 2 p’ — 1 .3 p 4 6 := p” 
p*42p’ — l3p’45p42 = p", 

et par les deux dernières j’ai l’équation cherchée 
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fi^ + p’ — i5p’-<- i8p — 4 = 0) 

résultat cjn’oii ül)tieii(lrait directement par la formule du ii“ J17, 
et qu’on trouve dans le tableau du n" '«2. 

Connaissant une racine p de cette écpiatioii, on aui’a les trois 
autres de la manière la plus siiii|)le par les formules 


» ,• 




m 

P = 


2 


2 


?' 


Au reste l’équation dont il s’agit se décompose en deux équations 
du second degré qui sont, en faisant a = l/4i > 

p’ — vp(a — 1) + ; (« — 5 ) = 0 

P’A"Tp(«+i) — V( a + 5 ) = 0, 

OU en tire 

^ 7(a— t)±ij/(aa’— lOa) 

■= — j(a+ l)± 4 V^(^»’+ 'Oa). 

f 1 


liCs valeurs numériques approchées sont 

a = 6 . 4 o 3 1 2 423809 

V/( 2 a’ 10 a)= 4 - 2389 j 7 i 38|6 

1 / (2 a' 4 - [ O a) = 1 2 . 08433 872337 
P = 0.29104 1774;)^ 

p' = I . I 7 o3o 362 1 32 
p" = 2.4' o‘)2 o344o^3 
p"' = — 1.%i8b582o’3fi5. 

Par les fractions contitiues on trouverait les valeurs suivantes qui 
se déduisent les unes des aittres, et qui sont à peu près aussi appro- 
chées que les précédentes, 

< 34806 « 2974' 24676' 

^ 17408’ ^ 29741’ ia 338 ’ ^ 5 o 63 


Digitized by Google 


CLNQDIÈIVIE PARTfE. a35 

Il est reiiiarquabli' que les radnes p, p',p",p'" se déduiraient des 
vnicnrs trouvées ci-dessus pour t", etc. On a eo effet 


/ 

p 

= l 

+ r 4 - r" + t"‘ 4- r- 


p' 

= t‘ 

+ t' +t" +r" + t"‘ 


•t 

p 

— t" 

-t- r 4- 1‘ 4- r ' 4- 1"' 


p”' 

= r 

4-f'4-r +t" 4-r*. 


Ainsi les valeurs de p qui s’expriment par de simples racines car- 
rées, s’expriment aussi par les quantités t qui dépendent chacune 
d'une équation du cinquième tlegré et de «leux du sec'ond ; identité 
qu’il serait comme impossible de constater a posteriori, d’après les 
valeurs Aé p «jue nous donnerons ci-après. 

(ô4^) Maintenant si on veut avoir le facteur du dixième degré 
(|ni contient tontes les racines de la période p, il suffira de formel- 
le produit 

■»•'(/— 0 (j—n ü —t"") (/—«'") i.r - 1 "'), 

dans lequel ^ ‘ ■ Kepréscnloiis ce produit développé par 

— a.r’-f- + iy—i). 

Nous aurons d'abord « = p; ensuite des valeurs t—r+r*’,... 
t”= r'* + r‘‘, 1"" — r'° + r’‘, t'"=r* ■+■ r^' , = -t- on tire 

ê = S(tr)-t- S(tr'") = — I — -p -t- p"' 

Y = S(frr")-t- S(tt” r”) = — 2 — p -t-p' 
i = S(trr"r-)=— 3- p"— 3p"’ 

I — p; 

donc le polynôme cherché du dixième degré est 

(x‘4 i)‘ — px(«‘+ — (i -t-p — p"')a;‘(x -t- ly 

-t-(2 -t- p — p')a;^(a;'-h iV — (3 -I- p"-t- 3 p'") 1) — (i — p)a;‘. 

3o. 
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Cette fonction jointe aux trois autres qui s’en déduisent, en avan- 
çant chaque lettre p d’un rang, donnera les quatre facteurs dont 
le produit =X. Ainsi l’équation X = o du quarantième degré est 
immédiatement décomposée en quatre autres du dixième degré dont 
les coefricients ne dépendent que des quantités p détermitiées pai- 
de sinq)les extractiotis de racines carrées. 
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S IV. 


Méthode de réduction pour compléter la théorie précédente. 


(■4<i) I I, ne sera pas inutile de résumer ici en peu de mots la théorie 
^ que nous avons dévelop|KV. 

Etant [)roposée l'équation x " — i=o où l’exposant // est un nomhre 
premier, et mettant à part le facteur x — i , tout se réduit à trouver 
les racines imaginaires de l’équation X = o; et parce que chaque 

racine doit être de la forme cos. + — isin.^— , il siillif 

« n 

d’avoir l’une des valeurs réelles de x + ^ (jui sera toujours repré- 

s«’ntée par acos. C’est à quoi on parvient par la résolution 

d’une suite d’équations dont les degrés, multipliés entre eux, don- 
nent le produit ^{ii — i), et qui auront toutes leurs racines réelles. 

Soit /■ le plus grand nomhre premier qui divise n — i , et soit 
n--\=mk; on formera d’abord l'équation du degré k (jui a 
pour racines les périodes de rn termes, savoir ; (/« : i), (m :g), 
{in :g"j — (w : g ^~') , g éfant l’une des racines primitives de n. Cette 
éfjuation, qui sera de la forme p* + p'~‘+<x p^~' + 6 '/^'"’ + etc.= o, 
et dont les coeRicients a', 6', etc. seront toujours des nombres en- 
tiers, jouit de ces deux pro|>riétés remarquables : 

i" 1 xs racines p , p ,p", etc. , étant les valeurs des fiériodes de m 
termes rangées dans l’ordre (/« : i), (m:g), {ni:g’), etc., ou en 
général dans l’ordre (/« : a), (m : ag), {m : xg ‘) , etc., l’une de ces 
racines étant connue et désignée pary», toutes les suivantes p' , 
p'\. . ■p‘~'i se déiluiront de p et de ses puissances successives p' , 
p\. . par uiiecxpressiondela forme A-t-'I5/?-t-C/^’... -t-l.//"', 
dans laquelle les eoeflicients A, B, etc. seront rationnels; 

a’ Etant donnée une fonction 9 rationnelleet entière des racines 
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//,//,//', etc., ou dv(jHcUjues-nnfs (VcntrecllKSseHlement, si on avance 
les lettres p d’un raii" pour passer .successivement de la fonction ^ 
à la fonction 9.', puis de la fotiction ç' à la fonction ç", etc., jusqu’à ce 
(jii’ûii parvienne à lu fonction ©*“' de rang k — i , la somme de ces 
h fonctions désignée par S (9) sera égale à un nombre entier. Dans 
«•es changements progressifs de la fotiction 9, chaque racine 
(|ui y est contenue prendra successivement toutes les valeurs 
contenues darts la suite p , p' , p" . . 

<|ui est rentrante sur clle-mcme , et dont un terme quelconque |veul 
être pris [tour le premier terme. 

(ô'ij) li'étjuation en p étant résolue, appelons k’ le jilus grainl 
nombre jtiemier qui divi.se m {k' pouvant être égal à k), et soit 
iii = ni'k'; il faudra partager la période /.» = (/?( : a) en A-' périodes 
de ni' termes, savoir ; (m : a) , {ni : ah) ,{m' : a/i‘) . . .{ni : ah*’~') , 
où l'on a h=ig^. Ces périodes désignées jiar q , yW, 
seront les racirtt's d'une étjnltUon en q du degré k' , dont tous les 
coefticients s’exprimeront d’une manière linéaire par les racines 
connues p, p ,p" , été. 

Les autres jjériodes de m termes , savoir : {m : xg ) , (m : ag ') , eK\, 
se partageront de même en k' |)ériodes de ni' termes, au moyen 
tl’une suite d’équations en q qui dérivent de la première équation 
trrtuviée , éu avançant successivement les lettres p d’un rang. .Mais 
il siittit de résoudre la première de ces équations; car d'une racine 
dminée q de cette équation, on peut déduire les valeurs de toutes 
les autres périodes de nt termes, |»Ur des expressions rationnelleii 
et qui ne laissent ancune indéte'rniination. On trouve de même que 
toute fonction 9 rationnelle et entière des racines ç ou de quelques- 
unes d’entre elles, priant k k' valeurs successives , lorsqu’on fait 
parcourir à chaque racine le cercle entier des vahmrs dont elle 
est susceptible , la soiiune de toutes ces fonctions désignée par S(ç), 
punrr;i être exprimée d’irtie manière linéaire par les racines connues 

p . P -, P \ 

Gontintiant cvs sttbdivisions jusqu’à ce que Je dernier terme de 
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la suite m , etc. soit 2, 011 aura eiiliu les équations qui ont 

pour racines les périodes de deux termes, représentées en général 

par .r**4-x et qui donneront ainsi la solution complète du 
proljlènie. 

(•> 4 ^^) théorie dont nous venons d’indiquer les prineipaiix 
résultats, laisse à ix^oudre les équations en j>j <J, etc. (|iii .sont 
pourvues de tous leurs termes, et qui pourraient n quelques égards 
présenter des difliailtés plus grandes que l’équatipn — i =0 qui 
est le principal objet de ces recherches. Pour obvier à cet iiu-ou- 
vénieut, M. (latiss a indiqué une méthode particulière au moyen 
de laquelle la résolution des équations auxiliaires dont nous par- 
lons se réduit dans chaque cas à celle d’une écpiation à deux 
termes de mènm degré, dont le tornKî conuu est de la forme 
a + h \/‘ — I ; de .sorte qu’alors une équation complète du degré k 
peut se résoudre par la .section d’un angle d(>ut le cosinus et le 
sinus sont connus, ou du moins sont déterminés, en supposant 
connue la divisiw du cercle en k parties égales. 

Cette méthotle de réduction est d’autant j)lus remarquable ipi’à 
l’époque où son auteur l’a publiée, les géomètres pouvaient la re- 
garder comme le premier «xcniple un peu général qui eût été 
produit jusfpi’alors,. de la résulutioii des équations au-delà du ([ua- 
trième degré. 

Nous nous proposons ici d’e.xposer cette méthode .sous un nou- 
veau point de vue qui en facilitera beaucou|j les appru-ations et 
fera disparaître entièrement la piolixité qui avait jus<|u’ici pai ii 
inévitable dans iietle sorte de calcuLs. 

Pour «[ii’on saisisse .plus facilement l’esprit de la méthode et la 
loi des résultats , nous ne considérons |)as .seulement un cas parti- 
culier, mais nous allons résoudre eu général l’écpiation du cin- 
(pùèmc degré qui a pour racines les cinq jiérioilesde m tci'inesqni 
ont lieu çp su|»posant u= 5 wt+ i. Nous ferons voir ensuite <om- 
ment on peutrésoudre l’équation du septième degré qui a lieu lors({ue 
n—'jm t- 
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De rériiuitioii auxiliaire du ciiujuième degré qu’il faut résoudre • 
lorsque ii = 5 /« + i . 

Celte* étjiialioii (|iie avons représentée ci-dessiis par 

o=// + // + Pyy’ — Q// -e-Ryj — a \ 

a [)oiir racines les cinq périodes de tu termes dans lesquelles si- 
partage la période {~)ni, i) comprenant toutes les racines de l’équa- 
tion X = o. 

Soient p, p' , les cinq racines de l'éepiation dont il 
s'agit, nous siqiposerons 

T =/j + /^' R -l- p" R’ 4- //" R ’ -t- IP , 

B étant nue des racines imaginaires de rét|uation R' — i=o; si 
on élève au carré la valeur de T et qu’on le mette .sous la forme 

T‘ = a -4- AR‘ + cR* -t- f/R‘ + c R*, 

il est facile de voir (ju’on aura 

a =: P' 4- üpp" 4- 2 p'p'" 

i >•' •> 

u=p +^p P -\-"xp P 
c=p"' 4- ay/'y/ •+ ay?”/» 
d = y/"’ 4 - 2 p”p" +app' 
e==y>”’-H -ipp'" -t- ^p' p" • 

Dans cha(|ue cas particulier il faudra, d’après la valeur prise pour 
la racine primitive^, réduire ces coeflicicnts à la forme linéaire, 
et on voit d’avance que si le coefficient a s’exprime par 

o.p-\- 6// 4- ^p"-\- 1//', 

le coefiieient h s’exprimera par la meme formule dans laquelle on 
avancera les lettres p d'un rang, en considérant p' comme égal à p. 

Ou procédera de même pour avoir l'evjiression des coefficients sui- 
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vants b ,c , d , e Av cette manière la valeur de T' sera ainsi ex- 
primée : 

T‘= •(/>"+ ip"'+ip" 

-hR*(a^ -\-^p +Y/-^ +^p'^'^tp) 

+ -4“ ^p -H 

-+- R* (a p'* ■+- Z p'^ -f- *^p P* -4- tp ) 

-4- R* p'^ ^ p -4- ‘^p* ^ P tp ). 

(55o) Je remarque maintenant que cette meme valeur ordonnée 
|>ar rapport aux racines p, prendra la forme suiv ante : 

T’ = P (a -4- e R’ -4- i R* -4- Y R* ^ R* 

-4- // (6 -4- aR’ -4- e R* + SR* -4- Y R‘) 

-4- p" (Y-4-6R’-4-aR*-4-e R* -4- S R*) 

~i~ P (S -4-YR’"t* 6R*-4-aR* -4-6R') 

+ p'’(t -4- S R’ -4- Y R* “t" 6 R* -4- «R*). 

Appelons A la fonction de R qui multiplie p , il est aisé de voir 
que AR', AR*, AR*, AR', seront semblablement les fonctions de 
R qui multiplient/?',/»",^'",^"; ainsi en faisant 

A = «-t-.R‘ 4-SR*-4 -yR‘ + 6R‘, 

on aura 

T* = A (/7 -4-/?' R* -4- p R‘ -4- p" R* -4- p" R‘) , 

formule où le second membre est le produit de A , fonction de R 
seule, par le polynôme 

/? -4- /?' R* -4-/?" R‘ -4- /?'" R* + /?■’ R* . 

qui n’est autre chose <jue le polynôme T dans lequel on met R’ à 
la place de R. On pourrait semblablement mettre R* et R^ à la. place 
de R et former ainsi les quatre polynômes 

T =/? -4- // R 4 - p R' -4- //" R* -4- p" R* 

T' =/? + p R- + p" R^ -4- p" 11* -4- /?" R* 

(0 T" =/? -4- /?' R> -4- p" R* -4- p" R* -4- //■ R" 

T " =/? 4- /?' R* *4- /? " R* -4- /?"'R'‘ + p" R’*. 

11. 3i 
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Il (■(•iivienl aussi «le considérer les quatre polynômes semblablement 
fbriuéjs par le nK)ycu du premier A; savoir : 

A = a + t R’ + à + Y R* + €R* 

A' =a hsR‘ + «R' + yR" + 6R'‘ 

(a) A"=a+«R‘+JR”-t-YR‘' + eR’‘ 

A'"=a + .R*+îR'‘-4-YR’‘+ '5R“. 

Et ecs deux sortes de rouctions vont nous fournir des tliéorèmes 
aussi {'énéraiix (ju’intéressants. 

(05 1 ) lie premier de ces tliéorèmes est celui que présente le ré- 
sultat contenu dans l'équation déjà trouvée 

T- = A T'. 

Il a lieu quel que soit le nombre |iremier n de forme 5/« -4- i auquel 
répond l’équation à résoudre. Voyons maintenant les conséquences 
qu'on peut déduire de ce premier résultat. 

Inéquation T’=AT', où l'on peut mettre successivement R’, 
R’, R‘, à la place de R, en fournit trois autres, de sorte qu’on a les 
quatre équations 

(3) T = A T', T'- = A' T"', T' = A" T , T"' = A"' T", 

<pii étant multipliées entre elles donnent 

T T' T" T'" = A A' A" A'". 

On voit aussi que les trois piolynonies T', T", T"', peuvent s'expri- 
mer rationnellement par le moyen de T de la manière suivante : 

rpi T * rp/il _ l** TV' 

* — X’ ^ — A-a> A*A'*A"’ 

valeurs qui étant substituées dans l’équation T T” A A'A"A ", 

ou dans l’équation T"’ = A”T, donneront également |KJur résultat 

(4) T'‘==A’A'^A"”A". 

Ainsi nous avons déjà un moyen de déterminer le polynôme T en 
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foiictiuii des quantités A qui sont toutes connues; car le nombre 
étant donné, il est facile de connaître les coellicients a, î , t 
qui entrent dans la valeur linéaire de n~p' + ^p" p" + a p' p" ^ et 
(jui sont tous des nombres entiers. Ainsi en faisant n — f\\ et pre- 
nant pour racine primitive le nombre g-=i3, on trouve par 
l'art. 537 a = — -xp -\-Zp' ip " — 4/’"\ ce qui donne dans ce 
cas a= — a,6 = 3,Y = a, S = — 4> t-=o. 

Connaissant T on en déduira, par les formules précédentes, les 
valeurs de T', T", T'". Puis ajoutant les cpiatre équations ( 1 ) aiix- 
(juelles on joindra l'écpiatiou — i —p -H p' + p" + p'" -¥ p" , on aura 
pour déterminer p, l’équation 

(5) 5 /) = — n- 3’ + T' H- T" + T". 

On voit donc immédiatement la possibilité de déterminer la 
racine p par le moyeu tl. > quantités A qui sont des fonctions de R. 
Mais cette solution serait trop composée, puisqu’elle déterminerait 
T par l’équation (4), c’est-à-dire par l’extraction d’une racine i5“”, 
tandis qu’il e.st facile de la déterminer j>ar une racine .5'""* seule- 
ment, comme nous allons le faire voir. 

(05a) Si on multiplie entre eux les deux polynômes T et T"' qui 
.sont des fonctions semblables de R et de R\ le produit sera 

TT-^/p'+^/pp^ ^'fpp"+ Krpp'"+ ^Vpp"- 

Mais eu faisant toujours «= 5w -+- i,on a trouvé ci-des.sus(art.537), 

fp' = n — rn, fppz=fpp"=fpp"=fpp"= — m. 

Donc TT"' = rt — /«(i - 4 - R-(-R’-t-R’-t-R‘), ou simplement 

TT" — n, 

car l’équation R‘ — 1 = 0 , dont le premier membre =(R — 1 ) 
(i -t-R-t-R'-l-R’-t-R^), exifçe qu’on ait 0=1 -KR-f-R‘-t- R’ -4- R*, 
pui.sc|u’on ne peut supjmser R — 1 = 0 . 

On trouverait semblablement T'T" = «, mais il est facile de voir 

3i. 
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que c^uatioii n’est qu’une conséquence de In précédente. En eflét 

si Test désigné par <tR,onauraT'=*(R*),T"= <t>(R’),T"'=*(R'*), 
et ré(|iiatinn TT"'=ï« deviendra ♦(R)<J>(R‘)=n. Mettons dans 
<-ette ikpiatioii R’ à la jdace de R et comme alors R‘ se réduit à R*, 
nous aurons <t(R‘)<l>(R’) = n, ou 1''T "=:n. 

(i'iS) [yos propriétés que nous venons de démontrer j)Our les foiie- 
tions T, ont lieu également pour les fonctions A. En efTel si la se- 
conde et In troisième des équations (3) sont mnlfipliées entre elles, 
le produit donne (T'T")’ = A' A"TT"', ou n‘ = nA' A"; donc 

A' A" = n. 

De même en multij)liant la première par la quatrième, on aura 
(TT"')' = A .A '"T' T", ou n’ = « A .A'"; donc 

A A"'=rt,- 


on a donc ces detix séries d’équations 


(«) 


«=TT '=T'T" 
n = A A"'= A' A". 


Comme on peut supposer en général R=cos.^^-l- 1/ — i sin.i|^, 

k étant l’un des nombres 1,2,3, 4i ü est visible que la quantité A , 
fonction rationnelle et entière de R, pourra s’exprimer par la for- 
mule 

.A = c(eos. 0 + 1/ — I sin.9). 


Et puisqu’on a AA'" — n, il en résulte 


A"' = "(cos. 0 — \/ — I sin.e). 


D’un autre côté on a la valeur 

A -t- A"'== a . -t- . (R’ -I- -r « (R‘ + jr) 
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d’où il suit que A 4- A'" est une quantité réelle ainsi exprimée : 

. . ikn . 8Aic la^ic . i6i7t 

A+A =aa+aecos.— j--+-aÿcos.-^4- aycos. — g — i-abcos.— 
Oonc il faut qu’on ait r — ~ — o, ou r = \/' n. Done ou a en général 

t * 

A = n* (cos. 0 4- 1/ — I siii.6); 

c’est-à-dire que le modale réel de la quantité imaginaire A est tou- 

I 

jours égal à n” ; on trotivera seniblublement 

I 

A'=n'‘(cos.e' 4- 1/ — isin.6'), 
et par ces deux formules, on aura 

A" a= « • (cos. 6' 1/ — ■ I sin . •') 

A"' = n • (cos. 6 — 1/ — I sin. 9). 

(554) Il fsut maintenant faire voir a priori que la forme des va- 

I 

leurs de T sera la même que celle des quantités A , et que n ~ servira 
encore de module à ces quantités. 

En effet on a trouvé T '1'"' = n , et la somme des quantités T, T'" 
pouvant se mettre sous la forme 

T + r"=/p + ,/ (R + i) + /," (R- + jt) 


On voit que cette somme est égale à la quantité réelle 

P -\-‘x{p+ P") cos. -t- a (/>" -t- //") cos. • 

Supposant donc de nouveau T = p(cos.<p-i-t/ — i sin.^), on aura 

T"=-(cos. 9 — \/ — 1 sin. ip) , et puisque T -t- T" est une quantité 
. i. 

réelle, il faudra qu’on ait p — -=o ou p = «*. Donc les deux quan- 
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tités T et T" devront être de la forme 


I 

T =«~(cos. 9 + 1 /— I sin. 9 ) 

T'" = /i^(cos .9 — 1 / — I siii. 9 ). 

On démontrera la même diose des quantités T' et T", pour les- 
quelles on aura 

T =/i* (eos. 9 '+ 1 / — isin.o') 

T" = (cos. 9 ’ — 1/ — I sin. 9 '). 

Mais cette propriété se déduit plus immédiatement des valeurs de 
T , T' , T" , T'" , qu’on jieut exprimer |jar le moyen des quantités A , 
A', A", A'". 

(555) En effet les deux équations T‘= A T', T ’ = A'T'", don- 
nent T* = A*T'’= A* A'T'", et par eon.séipient 

T=zn A 'A'. 

JL» , 

Substituant les valeurs A = n* (cos. 9 + |/ — 1 sin. 9) , A = 
« '• (cos. 9 ’ + 1/ — I sin.9'), on aura 

T*=ra^[cos. ( 29 - 1 - 9 ') 1/ — I sin. ( 2 9 -I- 9')], 

et par conséquent 

T, j.r a 6 4 - 9' , ^ a9 -f9 ] 

T = n ■ eos. ■ - g 4- 1/ — i sin. — ^ — J , 

expression où l'on voit que le facteur n"* est en effet le module réel 
de la quantité imaginaire T. 

valeur de T qu’on vient de trouver renferme implicitement 
cinq valeurs différentes. Car la quantité qui exprime T‘ peut être 
Write ainsi : 

'P = rt • [cos. (a9 4- 0'4- 2 Jtc) 4- 1/ — 1 sin. (a9 4 - 9'-i- 2 t’r)], 

1 étant l’un des nombres 0 , 1 , 2 , 3, \ , à volonté. De là résultent 
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l«*s cinq solutions suivantes où l’on a fait u = 

T = /i* (cos.ûi + 1/ — I sin.co) 


H 

II 

-I- 

j^cos. 1 


1-4-1/ — 1 sin.| 

r-¥)] 


j^COS. 1 

r . 4-'\ 

-l-l/— I sin.l 



^cos. ( 

f' 6ît'\ 

V. 5 > 

1 -4- 1/ — 1 sin.l 

("-¥)] 


j^COS. 

(■H-ÿ) 

1 -t-l/ — 1 sin. 



(556) Ayant pris à volonté pour T l’une de ces cinq valeurs les 
trois autres quantités T/l’", T'", deviennent entièrement déter- 
minées. 

En effet supposant T = (cos. u -t- \/ — i sin. »), si on substitue 
cette valeur ainsi que celle de A=« * (cos. 9 -t- 1./ — isin.6) dans 

T* 

l’équation T'=^, on aura 

T = n^[cos. (2 U — fl)+ 1/ — I sin. ( 20 — 6]. 

Ensuite des équations T 'T"= // , 'FT" = «, on déduira 
T" = n^[cos.( 2 o — 9) — 1/ — 1 sin . (20 — 9)] 

s ^ 

T"'= «"^(cos. w — 1/ — I sin. o). 

Maintenant pour déterminer les racines p, p\p", p "\ P" > d reste 
qu’à substituer les valeurs de T, T', T", T"', dans l’équation (5), et 
on aura 

p = — I -f- ^.^[cos. O -4- cos. (20 — 9)]. 

Cette formule qui donne la valeur de la racine/* , donnera également 
celle des quatre autres racines p' , pi' , p'"-, p” ■> soit dans 1 ordre dé- 
terminé par la racine primitive g soit dans 1 ordre inverse , pourvu 
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qu'à la place de u on mette successivement u - 4 - u 4 - w-t- 

w4-^. On obtient donc ainsi la résolution générale de l’équation 

proposée, laquelle ne dépend que de la quintisection d’un angle 
U = 26 + 6' qu’on peut construire géoniétriqueinent 

(557) Revenons aux formules qui donnent les valeurs des angles 
6 et 9'. Si on fait = |i , on aura 

R = 00s. (t + 1 / — I sin. (i 
R* = cos.2[i + 1/ — I sin. U(* 

R’ = cos.2(i — 1/ — I sin. 2[ii 
R* = cos. (i — \/ — isin.|4; 

et l'équation 0=1 + R 4 - R’ 4- R’ + R* deviendra 

0= I 4 - aCOS.(x 4 - 2COS. 2(ii. 

Cette équation , qu’on peut mettre sous la fornte 


O = 4 «"OS.’ |1 4- 2 cos. |1 — I, 

donne en général cos. — — ^ » de ^rte que cos.ji aura tou- 

jours l’une ou l'autre de ces deux valeurs, quel que soit le nombre 
X-, pourvu qu’il ne soit pas divisible par 5 . Si l’on fait, par exemple, 

/•= 1 , ou ji = ^ = 72', on aura 

“• I 5 • I — v/ ;> 

; , cos. au. = 

4 ‘4 

Cela posé si l’on substitue la valeur de R dans l’équation 
A = a 4 -eR’ 4 -SR* 4 -YR‘ 4 - eR*, 

t 

et qu’on mette en même temps pour A sa valeur n » (cos 6 4- 1 /— i sin.O), 
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on aura, pour déterminer 6, les deux équaHoiis (i), 

n“cos. i = « + (y S)cos.(«, -♦-(«+ 6) cos. api 
«* sin.« =(y — #)gjn. pi + (s — S)sin. 2pi. 

Il siiflira ensuite de mettre api à la place de pi, pour avoir la valeur 

f 

de A' représentée par k” (cos. ô'-i' 1 sin, •') , de sorte qu’on aura 

t 

/l* cos. 6' = a + (y+ S) cos. api + (e + ê)cos. pi 

« 

O • «U- St|*-'(e — g) sill. pi. 

Dans les cas particuliers la valeur donnée du nombre premiei- 
n= 5/7H- I , et celle du nombre g racine primitive de n, feront 
connaître les valeurs des coefficients a, €, y, î,e,comme onl’a vu dan.s 
le cas de/» = 4i)é’= t3 (art. 55i), pù nous avons trouvé — a, 
g = 3,y = a,S = — 45 î=o- Ainsi on doit regarder comme biçp 
déterminés par les formules précédentes , les angles 6 et 6', d’où ré- 

suite cü= — ^ — ; il ne reste donc plus rien d’inconnu dans l’expres- 
sion de la racine p, qui contient implicitement celle des autres 
racines p\ p” , , p" . Mais nous allons profiter des équations en 6 

et h', pour établir quelques relations générales entre les coefficients 
«, g,y,i,e. 


(i) CU> voit ici «i g uati ft of pow <l|itin7sinar fai)g\e .ou l'an; 4 ; la mf/m en 
est que l'extrémité de l'arc S est un point de la circniifércnce qui ne peut être 
entièrement tWteminé guÿ ppr sfs .Uiw» qpordonjaves cqÿ. $ et sin.9, dont les 
valeurs doivent être connues ausÿi bien que lÿs ajgqes. Si on ne connaissait qu'une 
de ces coordonnées, elle ÿerait commune à deux points de la circonférence et il 
y aurait incertitude sur celui des deux points qui doit terminer l'arc 8. Quant au 

multiplicateur n~ qui affecte cos. 0 et sin. 6, il doit toujours être pris positive- 
ment comme représentant le d'iine qasautité jfiriaginaire. En effet, dans 

la formule r(cos.p^ V ' — i sin. jp) qui reprt^ente une quantité imaginaire quel- 
conque, le module r doit toujours être supposé positif, puisqu'on est maître de 
rlianger à volonté le signe de celte qugiifité, en mettant ic-f 9 à la place de 9. 
II. 3a 
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(558) Nous observerons d abord qu’on a en général 

at-6 + y + î + e — 1 . 

Car ayant fait ci-dessus a= + ip'' p" + -xp' p" , puis ayant re- 

présenté cette même quantité réduite en termes linéaires, par la 
formule 

O = -H 6// y//-t- î //"-t- e p " , 

si l'on considère les quatre autres coefficients b , c,d, e déduits du 
coefficient a , en avançuit successivement d’un rang chacune des 
lettres p , p , p" , p"' , p'\ et mettant p h la place de/>’, la somme 
des cinq valeurs de a ainsi formées aura deux expressions; la pre- 
mière sera 

fa=J'p' + ■j.fp"p'"+ zjpp"; 

mais fp' = n — m,/ p" p" =/ pp = — m, fp p” =fpp” = — / 

donc f a=. U — 5m = i . 

Ixi seconde expression sera 

y"a = (a+ê-t-y-|-5-t- t)fp J 

et puisque f p = — i , la comparaison des deux valeurs de/a donne 
/«, ou 

a-t-e-»-y + S-t-« = — 1. 

Maintenant si on élève au carré les deux équations qui donnent 
les valeurs de n • cos.O et n ■ sin.0 , on trouvera en les ajoutant 

a = a’ -t- 2 O (y -e S) COS. g -t- 2 ft (e -t- 6) COS. 2 g 
-f- €’-t- y’ -f- J’ -f- «’ -4- 2 yÎCOS. 2 g -»-2éeCOS. g 
-I- 2 (ye -4- ei)c08. g -I- 2(êy -I- î e) COS. 2 g ; 

OU si l'un fait 

P =: a’ -t- 6’ -H y’ -t- J’ -t- t' =^/**’ 

Q = ay-t-6S-t-ye-f + =/« y 

R = a6-t-6y-t-yS-4-S«-t-£« =/a 6 « 
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« = P + a Qcos. |A + a R cos. a |ji. 

Mettant api à la place de pi, on aura le résultat que donneraient 
semblablement les deux équations qui déterminent l'angle 8', savoir : 

n = P + a Qcos. pi + a R cos. pi. 

Comparant ces deux équations , il en résulte d’abord 

Q=R, 

ensuite « = P 4- Q (a cos. a pi + a cos. pi) = P — Q. 

Mais P + aQ + aR est visiblement le carré de la somme... 
« 4-6-1- y-t-S-4- e,et puistjue cette somme = — i,on aura P-f-4Q=*. 
donc n= i — 5Q, et Q = — m ; d’où l’on voit que les coefficients 
«,6 ,y,S,«, satisfont à ces trois équations 

14-4^ ot" -4- 6* 4- y’ 4“ S* -4- 

— /n = a6 4-6y-4-yJ-4-&e4- %OL'=f i6 

— m = «y4-6S4-ye-4-S*4-t6=:_/ay, 

dont une est la suite de l’équation 

~ I = a-4-6-4-y-4-i-4-e. 

î^a première fait voir en général que la plus grande des quantités 
a, 6 ,y , S , e , sans égard à son signe, doitêtre plus petite quel/( i -4- fxni), 

et plus grande que 1/ 

(559) Puisque nous n’avons que trois équations pour déterminer 
les cinq quantités a, 6, y, S, « , on voit que la question de les déduire 
a priori du seul nombre premier n =5 to -4- 1 , est fort indéterminée. 
Nous avons trouvé ci-dessus les formules 

PP =.\ P -4- B/>'-4- C/?"4- D/>'"-4- E//' 
pp”=\'p 4- C//-4- Cp"+ D/>"'-t- D/;", 

où il y a six coefficients A , B, A', C', C, D, entre lesquels on a les 

3a. 
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deux équations simples : 

A + R = w — aC — D 
A' -t* C'=x m — G — 3 D , 

et (leux autres plus comjmsées, savoir : 

A'C -t- A H = (A + B— D)‘ + C’— C n 4- IV— G - D 
A'(A — B)=e— C(A + aB— D + A* + BD— D‘; 

d'où l’on voit qu’il restait encore à disj)Oser de deux indéterminées 
sur six , comme nous venons de trouver qu’il reste à disposer de 
deux indéterminées sur les cinq a,6,y,î,e. 

Ou accordera facilement ces résultats en mettant la valeur de a 
qui est j}‘ + 'ip' p" sous la forme linéaire 

Ip'+t p" , œ qui donnera 

« = — I — a/« + 5(G H- D) 
ê=aC' — B— D 
Y= a A — G G 
J=aB — A’— G 
. = aA'— A— Ou 

Car en substituant ces valetirs dans l’éqaation 

«* + é' -e- 7* + e- t*s=4« + I , 

on aura pour résultat l’équation de condition : 

AB+ \'C — m' — (4w» t- i)(C + D) -t- 5C'-t- 7 CD + D’, 

qui , peut se mettre sous la forme suivante où l’on a fait a — G + D, 
b = C — D, t = A — B,m = A' — G' , 

o = 4m’ — 4«(5/n -H- 3 )+ aSa’-t- 3/‘ + »«■. 

Une seconde équation de condition se déduira de l’équation. . . 
O — /a ' — /ay, qu'on peut écrire ainsi : 

t‘ — ^u' = (4+ iam)h — 
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Or on trouve aisément que ces deux équations de condition s’ac- 
cordent avec les deux que nous avons rapportées dans l’art, précé- 
dent, lestjuelles ont été trouvées ci-dessus par une voie très-dilié- 
rente; et il ne parait pas qu’il en existe une troisième propre à di- 
minuer l’indétermmation qui reste, sur les coeüicieuts A, B, A', 

C , D. Au reste cette Indétermination est dans la nature des choses , 
puisque les coel£kâeut$ doHJtil a’iifpt dépensient du ciioix qu’on petit 
faire entre les différentes racines primitives qui servent à les déter- 
miner; mais d’un autre côté il feuit observer qu’aucun de ces coef- 
ficients ne peut être négatif, et on j>eut conclure des résultats déjà 
trouvés, que riiKlétermination cjni subsiste encore à leur égard, 
se réduit à ce que A — B soit échangé avec C'.. — A' en même temps 
que C avec D. 

C’est aussi ce que confirnient les quatre équations données, 
art. 563 , pour déterminer S et 6'. Car comme ces angles doivent 
rester les mêmes, quelque valeur qu’on ait prise pour la racine pri- 
mitive , et qu’ils peuvent seulement être éqlia>ngés «ntre eux le eluui- 
gement de la racine primitive ne pourra avoir d’autre edet sur ka 
quantités 6,y, î, « que de remplacer y et î par 6 et e, ainsi que 6 
et e par S et y ; dans tous les cas a restera le même. 

( 5 fio) Si nous faisons innintenaut l’applicatioD des formules pré- 
cédentes au cas de n = 4i , qui donne m = 8 , nous tirerons de 
l’art. 528 les valeurs A = 3 , B=o, C = a, D=i , A' = 2,C=2, 
d’où résulte ■:=: — a, fi'^ 3 , y=a, S = — 4 , «r=o. On connaîtra 

ensuite les angles fi et fi' par les équations suivantes où l’oo a|j.=¥;ig^r 

«“ co6.fi;;?: — a — acoa.n. -t- 3cos. 

n‘sin.6?^ fiain. (i.— 3 sm. ag 

«* cos.0'= — a — acos. a|i -»-3cos.fi 
•< 

«"•810.9'= fisin.^fr-t - 3 sin.(*. , 

Soit A = I , ou aura comme dans l’art. 557, 
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-a j4 


COS. jji : 


• 1 + 1/5 


cos. aji: 


— 1 — 1/5 


4 ’ 4 

Siibstitnnnt ces valeurs dans celles de cos.O et cos. ô', on aura 


cos. 6 : 


-9-5vi5 9+51/5 

COî». 0 = 7-7 . 

24/4* ’ al/4* 


on plus simplement pour le calcul trigonométrique, 


45 1/5 


sin.6=l/^-^^cH}s. 72 ”^> sin. O' — l/'^^-g^cos. 36°J , 


ce qui donne, eu égard à la valeur négative de cos. 6 , 

6 =i4i”.59'.a6".2i43o 
6 '= 85 . (i .59 .81875 
26 + 9' = 36g. 5.5a .a 4735 
< 0 = 73 *. 4 g'. lo". 44947 . 

D’après ces valeurs de 9 , 9 ', et «, les cinq valeurs de la racine/?, 
tant exactes qu'approchées, seront ainsi exprimées: 

/!= — j + j( 4 i}^ [coi. w + C05. (a fc) — 9 )] = 3 .o 6 a 53 <)o 84 u 

/(= — 7 + t( 40 [t) + ro».(aw + 2|i — 5 )]= — 4.53906 11770 

7)= — 7 + -j(4i)^[‘-'°*-(“ + ^î'') + ‘’°*'(*“ + 41''-— 5 }]= — 1 . 19586 68420 
77= — ■j + -f( 4 i)’ [cos.((i)+ 3 (*) + cr>s.(acu + 6|i — 9 )]= i.ai6a8 75o5o 
/>— — j+-;( 4 i)'[cos.(to+ 4 u.) +(Oi.(aio+8(t — 6)^= 0.44610 14290 


Quant à l’ordi-e qui règne parmi ces cinq racines, il est l’inverse 
de celui que donnent les formules de l’art. 587 . On aura ainsi, en 
faisant /> = 3.o6a53 go84, les mêmes valeurs de qui 
ont été trouvées ci-dessus, sauf les petites erreurs (jui peuvent être 
attribuées aux tables trigonoinétriijnes à dix décimales. 

Au moyen de ces valeurs de p , p\ etc., on connaitra comme au 

n* 542 fiine des quantités cos. cos. etc. qui servent, soit à 
résoudre complètement l’équation du 4«*“' degré X = o, soit à di- 
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viser la circonférence en 4i parties égales; et puisque les quantités/; 
dont on a donné les valeurs approchées, peuvent s’ex|)rinicr exacte- 
ment par des radicaux cinquièmes appliqués à des quantités de la 
forme M -H N \/ — i , il est clair qu’on pourra aussi exj)rimer pai- 
res radicaux, concurremment avec des radicaux du second degré, 
toutes les racines de l’équation ar*' — i =o. 

(')Gi) Si on appliijuait la même méthode de réduction à l’écjuatioii.. 
auxiliaire 

p' +p^ — — 'ip' + ip+ 1=0, 

qui .se rap|X)rte à l’équation .r" — i =o,on |)arviendrait aux mêmes 
résultats qui se trouvent dans les Mémoires de l’.Aeadémie des Scien- 
ces, an. 1771, pag. 4 iG. 11 paraît donc que c’est à f-'andermondi- 
qu’est due la première idée de cette sorte d’analyse qui permetd’ex- 
prinier d’une manière explicite toutes les racines d’une équation 
du degré, dont dépend l’équation x " — 1 =0. On doit même 
ajouter que cet auteur a proposé sa méthode comme étant appli- 
cable à la rcrsolution de toute équation à deux termes; mais il ne 
lui a pas donné les déveloj)pements nécessair<« pour jnstiiier son' 
assertion. 

De l’équation nu-viliaire du septiteme degré qui a pour racines les 
périodes de m termes, en supposant 11 = 7111 -t- i. 

Nous représenterons par p , p ,p",p"\p” , p' ^p" , les ra- 
cines de l’équation à résoudre qrii sera toujours de la forme 

P/>' — ft = o. 

Cela posé désignant par R une des racines imaginaires de l'équation 
R’ — 1=0, c’est-à-dire, faisant 

11 = cos. 1- 1/ — I sin. — , 

7 7 

k étant l’un des nombres i , 2, 3, 4, 5, 6, nous supposerons 
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r^p +/;'R + //R’ + /*R’ + /'R' ^/^’R' + P’‘ R‘, 

puis élevant cette quantité au carré et làLiaot 

T‘==« + iR*+cR‘-t-</R'+eR‘ +fR- + gR-, 

il est aisé de voir qu’on aura 

a=p' + ;ip'p"+ ^p"p’ + 2 /?”/’" 
b=p'‘ -h ^p P +ïp'"p" + 2.p"p' 

c=p"' + ’^p"' p' + "^P"P + ^P' 
d = p "‘-\- txp"p" + 2 /»'/>’ + */>*■/» 

^p'p" -t- ^P"p" ^PI^ 
f—p'' + zp^p" + zpp"' -y- %pp" 

+ zpp' + ^p' p" + "^P" p“- 

Il faut ensuite réduire ces eoeflicieiits à la forme linéaire, en sorte 
qii'ou ait 

a ^-%p -4- €// + yJ»" -t- ip'" + «/»’■+ Ip' y-xp", 

et on voit que l'expression de a fera connaître celle des coefficients 
suivants é, c, d, etc.; car pour passer d’un terme au suivant, il suffit 
d’avancer d’un rang toutes les lettres p ,p ,p" ,elc. , les coefficients 
«, ê, y, etc. restant les mêmes. On aura donc l’expression suivante 
de T* : 

T’= tp + ip -y •^p"+ip' nt- *p" + Jip' -t- xp" 

-é- II’ {ttp' -y-^p ' •+ fp y- tp" + tp' •+• ï//‘ -y /,p) 
y- iv(ap" -h €p"y yp"y~ ^p’ y~ ‘p"y~Kp y~xp) 
y- R‘(ap”'y- €p”y- yp' + S//' y-ip y- Ip' + r.p"] 
y-Si*i(»p"'y^Êp' y--fp'‘y-ip y-%ji y-^p" 

+ R'*(a p" + ^p" y- y P -y- ip' y~ p" -y- ^p '-y np”) 
y-lA:'{jip" y-èp y-yp' y- ^p' y- ip"' y-X,p" y- xp'). 

(5(i3) Cette même quantité ordonnée par rapport aux racines 
p,p',rf, etc., sera 
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T'= P (a+r,R'+!;R< + eIl‘ + SU*+yR'*-»-eR-) 

+ / (ê + a R- + , lU + ÇR' + e R' + i R’» + y R'*) 

H- y' (y + € R- + «R* + » R‘ + ÏR* + e R- + s R”) 

+ ;;"' (« + y R* + e R* + a R‘ 4- vi R' + î: R'” -H . R") 

+ /?■’ (e + SR’ + yR‘-4-êR*h«R* + nR'" + ÎR") 

H-//' (Ç-»- t R’ + SR*4-yR‘ + êR'+ aR" + >îR‘*) 

+ p" (y|4-î:R’4-«R*4-SR‘ + yR' + êR'‘’4-aR”). 

Maintenant si on appelle A le coefficient de p, il est facile devoir 
que AR’, AR\ AR®, etc., seront les coefficients de p',p",p"',etv., 
en sorte qu’on aura 

T* = A (^ + />' R*+ //'R* 4- p" R‘ 4 - P" R* + p- R- 4- p"' R-) , 

et le second memlire se réduit à AT' en désignant par T' ce (|ue 
devient T lorsqu’on met R* à la place de R. Nous désignerons .sem- 
blablement par T" ce que devient T lorsqu’on met T' à la place de 
R , et continuant ainsi nous formerons les six polynômes : 

. T =/j-t-^’R -t-;?"R* +//R‘ +y?"R‘ 

T z=p-i-pR-+plV +p'"R’> -h//'R‘ -t-/7’R"-t-;?’"R“ 

T' =p-t-pR^+p"R* +p'"R' -»-//’R'*-t-;;'R'‘-t-^-‘R- 
T"=p+p'R*+p"R‘ -+-/>"'R'*-»-/^”R'‘-t-/>’R’"-i-/.>''R’'‘ 
T”=^+yr,'R‘-i-/>"R--t-y/"R'‘-t-/;"R“-t-/>'R-‘-4-/?"R’- 
1” =p-|-y7'R‘-t-/;"R'*-|-/;’'R"-t-y9"R’‘-4-y>-R'*-t-//R«. 

l a; septième qu’on formerait par analogie sous le nom de T" se 
réduirait k p + p' + p" -i- p'" + p"+p' -4- p", quantité égale à — i . 

Il est nécessaire aussi de rapporter le tableau des valeurs de A, 
comme il suit : 

A =a-t-ïiR’ 4“CR' 4-«R* -t-îR' -I- y R'“-t- 6R'* 

.\'=a + 7,R' 4 CR* -f£R'*4-JR'‘4-ylU"-t-eR*^ 

A" = «-t-TR‘ 4-;R"4-eR"'4-.5R-'4-yR'”4-êR“ 

A"'= 0 . + >, R* -I- î: Il '‘-4- € H -4- î R" 4- y lU* 4- e R” 

A"=« + „ R"-t- ÇII-+ eU*--4- 5 R‘* + .^K‘“-4- eR*- 
A' =« + ^R” + rK-‘-4- ,R“-t- SR<* + .^11*»+ elU*. 
il 33 
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(564) Cela posé l'équation T’ = AT', dans laquelle on mettra 
successivement R* , R% R% R‘,R‘ au lieu de R, fournira les six équa- 
tions suivantes : 

T'=.\T', T'*=A"T', T '=A"T, T"*=.V"T, T''* = A”T', 

T’' = A’T”. 

Si on multiplie ensuite les valeurs de T et T', on aura 

T T’ =/p'-hKfpp -t- ^’/pp" + R7/>/"+Ry)DyO" -+- T^Ypp' + ^Ypp”. 

Maison a en général fp' = n — m,f pp'=/pp"—f pp"'=f pp”=f pp' 
=fpp "= — ffi.DoncTT'=n — w(i -t-R-t-R’-t-R’-t-R'*-t-R‘-t-R‘)=/»- 
Une semblable analyse donnera T'T"'=/j et T" T"=/i; d’ailleurs 
ces deux équations se déduisent aisément de la première TT'=n, 

mise sous la forme <l>(R)iJ> =n , il suffit pour cela de mettre 

dans celle-ci R* et lU à la place de R. 

Enfin ou démontrera comme dans l'art 554 qu^ les quantités T, 

'J T', etc. sont toutes de la forme n~ (cos. ç -t- 1/ — i sin. iji), de sprte 

I 

que le module réel de ces quantités imaginaires est constamment «'■' 
11 en est de même des quantités A , A', etc. , ce qu’on peut démon- 
trer directement ; mais ces propriétés peuvent être déduites de celles 
des polynômes T. En effet , si on multiplie entre elles les deux équa- 
tions T* = AT', T'’ = A’T”, on aura (TT’)’=A A’T'T", ou 
«■=// AA’; donc = on trouvera de même A'A”=n et 

A"A"'=«. En(lndecequ’onpeutsupposerT=«”(cos. 9 -t-l/ — isin.ç), 

T'=n~(cos. ç'-t- 1/ — isin.ip'), il s'ensuit qu’on a ^ ou A = 

n’[cos.(a<p — — isin.(aç — ç')], et ainsi le module réel de 

A est encore ii' , ce ijui a également lieu pour les autres quantités 
analogues A', A", etc. 

(565) Voyons maintenant comment on |ieut exprimer la valeur 
de T en fonction des quantités A. Nous aurons d’abord T^= A*T’’= 
A- AT"'; de là T*= A' A'*r"- = A^V’A"'T, ou T- = A*A'’A"', 
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ainsi le polynôme T peut s’exprimer par les quantités Â qui sont 
fonctions de R seule. 

Si on fait X- étant l’un des nombres 1 , a, 3,4 1 5,6 à vo- 

lonté, on aura 


R = cos. (A -J-l/ — isin.(i 
R’= cos. api - 1 - 1 / — I sin. a|A 
R^=cos.3|a -Hl/ — I sin. 3(1 
R*=cos.3(a — \/ — I sin. 3 (a 
R*= cos.a(t — V/ — I sin.api 
R‘= cos. ( 1 — 1/ — isin.pi. 


Et comme l’équation R’ — i=^o dégagée du facteur R — i, n’est 
autre chose que 0= i R-»-R’-t-R’-f-R*-t-R‘-t-R*, l’angle (i satis- 
fera à l’équation 

0=1-4- acos. |ji + acos. 2 |a -4- acos. 3 (a, 


ou en faisant acos.|A=o.', 


o = x' + x ’ — ax — I , 


et les trois racines de cette équation seront acos. (x, acos. a (i, 
a cos. 3 (A, dont une positive et deux négatives. 

Si l’on fait par exemple k= 1 , on aura par approximation 

a cos. (A = 1.2469796037 

acos.a(A=— o.445o4 18678 
acos.3(A=-:^=- . .80193 77362 

Substituant les valeurs de R et de ses puissances dans la formule 

I , 

A=a -4- nR’ -H ÇR^ -4- etc. = n^(cos.9 -4-1/ — 1 sin.6), on aura pour 
déterminer l'angle 6 les équations 

33. 
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I • 

/» • COS.« = a-»-(Ti + e)cOS. 2|i + (î| + y)<‘OS. 4- (e 4-ÿ)c0S. (t 

« » sin.O = (r, — 6)sin. 2 |a + (y — Çsin. 3(a 4- (S — i)sin. 

i. 

Si‘inl)labk‘nienl si l’on fait A'= «• (cos. 8' 4- 1/ — i siii.8'), A" = 

fl ’ (co.s. 8"4- 1/ — I sin.6' ), A'"=/î • (cos. 8" — \/ — i sin.6"); on aura 
|K>nr déterminer 8' et 8" des équations qui se déduisent des précé- 
dentes en mettant successivement 2(t et 3|t à la place de |i,cequi 
donnera 


t 

n ■ cos. 8' = a -t- (d 4- 6) cos. 3 [A 4-(Ç 4- y) cos. fl -t- (e 4 i) COS. 2 ji 
//^sin.8'= — (ïi — ç)sin.3a — (y — C)sin.|x 4-(S — e)sin. 2 (i 
fl ’ cos. 8" = a (t) 4- ê) cos. (i 4- (î 4- y) C03.2 [i 4- (t 4- J) COS. 3 a 

« I 

//»sin.8"= — (t, — ê)sin.|A 4-(y — Qsin.2(t4-(5 — e)sin. 3|x. 


Ces trois angles étant ainsi déterminés de o” à 3fio”, la substitution 
«les valeurs de A dans l'équation T’ = A*A'’ A", donnera 

T'= n*[cos.(48 4- 28' — 8")4-l/ — i sin.(48 -t-28' — 6")]. 

.. . f. 4»4-a8'— 9" 

Ainsi en taisant w = , on aura 

7 


T = /i • (cos.iü 4- 1/ — I sin.w), 


et l'on reniartpiera que dans celte valeur qui en renferme implici- 
tement sept, on peut augmenter u graduellement de — , —, — , 
8it lor lait 

T’ ~T’ ~T' 

(566) Il faut maintenant d'après la valeur de T déterminer, sans 
aucune ambiguité , les valeurs de T, T', T"', T”, T'. Pour cela nous 
avons les équations T'=^, T"'= — - , T'=^, 7'=^ , 

il’où l’on lire ■ 
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t 

T' =n» [cos.(aw — 6) +1/ — i sin.( 2 ft> — O)] 

r 

T"'= [cos. (4 (ü — ad — d') + \/ — 1 si n . (4 w — 2 d — d')] 

I 

T" =rt ‘[008.(44. — ad— d')— l/— I siii.(44. — 2 d— d')] 

t 

T‘’=n*[cos .(2 4. — d) — 1/ — I sin .(2 4. — d)] 

I 

T' =n'‘[coS4i — \/ — I sin.iu]. 

Mais en ajoutant toutes les valeurs de T , T' jusqu’à T" ou — r , 
on a — I +T+T'-t-T"+T"'+T"+T'=7/7; donc 

p = — ^-t-^^[cos. 41 cos. (2 41 — d) + cos. (44. — 2 d — d')] 

Cette formule servira en même temps à trouver les six antres valeurs 
de /> , il suffira pour cela de mettre successivement pour 4 » , 4 . + — 

4^ la w 

to -l- f • • • <i> — • 

7 7 

Dans les applications aux valeurs particulières de n, il fmidra 
déterminer par les voies ordinaires les coefficients a,ê,y. . .»i, ce 
qui se fait au moyen d'une valeur de la racine primitive g qu’on 
choisira à volonté. 

(56y) Nous remarquerons encore que les équations trouvées four- 
nissent trois équations de condition entre les sept coefiieients «, 6, 
y. . . 11 , outre l’équation connue — i =« -l- ê + y - 4 - S -+- « + Ç -t- r,. En 

efT'et , si on élève au carré les valeurs trouvées pour ri' cos. d , /i^sin.d, 
on trouvera , en ajoutant ces deux carrés, l’équation de condition r 

n = h+ alVlcos. [i -t- 2 N cos. 2(4 + 2 P cos. 3 ( 4 , 

dans laquelle 

L = a’ -t- 6’ 4- y’ -I- J’ -t- e' •+• îp 4- 

M = «S4-6«4-y?[4-Sji4-ea4-Çê4-.) y =y’« ÿ 

N = a64-6y4-yS 4-Se 4-«Ç4-Çri4-»ia=/aë 

P=«y4-6i4-y«4-JÇ4-Jn4-Ca4- T|6=y«y, 
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et il faut remarquer que L a M + a N + 2 P est le carré de «-f-6+y 

-t-î-t-i + C+ x, quantité égale à — i , et qu'ainsi on a 

I = + 2 M + 2 N + 2 P. 

On peut ensuite dans notre équation changer en api, ce qui 

I 

donnera le résultat qu’on déduirait des valeurs de n^cos.ft'et 

n ‘ siii.ü', de même qu'on peut changer pi en 3pi, ce qui donnera le 
résultat dû à l'élimination de 6". Donc on aura les deux autres équa- 
tions 

«=L + aMcos.api + aN cos.3(i. + aPcos.ji 
« = L + a M cos. 3 pi -H a N cos. pi -+- aPcos. api. 

Maintenant si on met à la place de acos. 3pi sa valeur — i — acos. pi 
— acos. api, on aura 

n=L — P -t- a(M — P)cos.pi -I- a(N — P)cos. api. 

Et parce que les «piantités cos. pi, cos. 2 pi , sont des irrationnelles 
non-réductibles l’une de l’autre, il faut pour que cette équation sub- 
siste qu’on ait M = P, N = P; ainsi on aura n = L — M, d'ailleurs 
nous avons trouvé i =L -t- aM -t- aN -I- aP, donc i=I. -t-OM, 
ou li— I — 6M ,cequi donne n= i — 7 M;donc M=N=P= — ni, 
et I-= I + 6/n. On aura donc les quatre équations de condition : 

— — /n = aê + + lia =^«6 

— = + y “Y 

— OT = ai + 6i-t-YÏ + ^/I + ** + II64- D7=y «J , 

au moyen desquelles l’équation o -t- 6 -I- y ^ ’i — — ' 
.SC trouve exprimée et ne fournit pas une nouvelle équation. 

On voit aussi par la première équation que la plus grande des 

quantités «,6,y. • .x, est <l/(i +6///) et >1/ 

(568) Ayant dévelop|>é suffisaminent la nouvelle méthode de ré- 
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diiction pour les cas généraux de « = 5 m + 1 et « = 7 /« + i , il nous 
parait inutile de pousser plus loin ces applications, et on voit 
que, quel que soit le nombre premier k, compris dans la valeur 
n=km + I , on parviendra toujours à résoudre aussi siniplenient 
qu’il est possible, l’équation auxiliaire du degré X- qui a pour racines 
les j>ériodesde m termes dans lesquelles se partage la période (« — 1,1) 
eonqjrenant tontes les racines de l’équation proposée X = o. 

I/équation auxiliaire du 3 * degré qui a lieu lorstpie « = 3 w + 1, 
et dont nous avons donné le type général (art. 5 1 4), étant facile à 
traiter par les méthodes ordinaires, nous n’avons pas cru devoir 
nous en occuper jusqu’à présent. Cependant, pour mettre plus d’iiiiî- 
formité dans cette théorie, il ne sera pas inutile d’appliquer aussi à 
cette équation notre n»éthode générale de réduction. 

(569) L’équation à résoudre pour le cas de « = 3 m + i , est 

p' + P' — mp-k~ j(m’ — nC) = o. 

Il iaut pour déterminer C mettre 4/2 sous la forme 4 '»==a’ + a7b’, 

c omme cela est toujours possible , et on aura C = "~^ 9^“ ’ signe 

ambigu étant déterminé de manière que soit un entier. 

Cela posé, désignant par p ,p\p'\ les racines de l’équation pré- 
cédente si on fait suivant la méthode générale, 

T =/>-»- /?'R p" R’ 
et T'=;7-|-;>'R> + ;2"R\ 

R étant une racine imaginaire de l’équation R’ — 1=0, on sup- 
posera 

T’ = rt-»-iR’-!-cR'', 

et cm aura 

a—p' -J- ^p'p", b =p'' + ^p" p , c-=.p"‘-\- 9 .pp’. 

Il faudra à l'ordinaire réduire le coefHcient æ à la forme linéaire, 
a = np+ &p -t- y/?". 
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et de celte valeur de a , on déduira celles des deux autres coeflicieiUs 
h et c, en avançant successivement d’uii rang les quantités p et 
regardant p" comme égal à p. 

Si on ordonne ensuite la valeur de T' par rapport à^, et qu'on 
fasse 

A = et + Y R’ + 6 R* 

A' = a+ylV-+-eR‘, 

on aura 

T- = AT' et T'’ = A'T. 

Enfin on trouvera j>ar les moyens déjà indiqués 

TT' = «, 

<-e qui prouve qu’on peut faire à-la-lbis 

T = rt^(cos. cü + 1/ — I sin.w) 

I 

’V = rt^(cos.u — 1/ — I sin.w). 

Maintenant des deux équations T‘ = AT', T'’ = A'T, on tire 
;^TT)’= AA'T'T, et par coiisé(|uerit 

AA'=TT'=«, 

<-e qui permet de supposer à-la-fois 

A =rt~(cos.O + 1/ — I siii.6) 

A'=« • (cos.ô — \/ — I sin. 0). 

Mais des deux é({uations T* = AT', T'’ = A'T, on tire encore 
'D=A*T* = A' A' T, ou 

T^=A’A' = /iA. • 

Ainsi <lèsque A sera connu on aura immédiatement la valeur de ’f. 
Or si on appelle ji l’angle k étant i ou 2 , on aura 

R = cos, jA -f- \/ — I sin. jx 
B’=cos. -i — 1/ — 1 sin.j/.. 
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li’équation o= i +R-j- R' donnera donc o= i + acos. p. ou. . 
cos. |A=- '7, et on aura également cos. 2(i= — 7. 

Substituant les valeurs de R et de R* dans l’équation A = «h- 

I 

yR’-+- éR\ =H^(cos.ô 4 - 1 / — I sin.6), on aura pour déterminer 9 
les deux équations : 

t 

n^COS.6 = a -4- (y 4- e)cos.|i = a — Ky + 

I 

sin. 8 = (ê — y) sin. |x ; 

et parce qu'on a toujours a 4 - 64 -y = — 1, la première équation 

I 

donne rt^cos. 8=7(1 4 - 3 «). Mais au moyen des valeurs linéaires 
de p’ et de pp', on trouve en général o = 3 C — m — i; donc 

//• cos.8 = 7(yC — n — i)=±7as, ou cos.8 = ±-^^- 

Dans cette valeur de cos. 8 le signe ± n’est pas arbitraire; il 
est déterminé par la condition que « 4 - i ±a soit divisible par 9; . 
ainsi il n’y aura à choisir qu’entre les deux valeurs 9 et — 9 , ou 

I 

entre 9 etzr — 9 ; mais l’autre i^uation /i”sin.8=(<> — y)sin. ji qui 
détermine le signe de sin. 9 , fera connaître celle des deux valeurs 
qui doit être admise. 

(Syo) li’angle 9 étant ainsi déterminé par le concours des valeurs 

de cos . 9 et sin.6, l’équation T’ = n A = Ai •' (cos. 9 4- 1/ — i sin.6), 
combinée avec l’équation TT'=/i , donnera les deux valeurs 

T = «~(cos.79 4 - \/ — I sin.ÿ6) 

T'=/i*(cos. |9 — \/ — isin. ÿ 9 ).i 

Mais en ajoutant les trois é(|uations 

— i=p+p+p“ 

T=/? 4 -/i'R 4 -^' R* 

T=p 4- />'R*4-/a"R*, 

ona 3 /> = — I 4- T 4- T', donc . .i 

II. 34 
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I 2«‘ ^ I . 

/? = — 5+-J-CÛS.3Ô; 


et parce qu’à la place de 6 on |>eut mettre successivement 0 -t- ait 
et 6 + iîi^i les trois racines de Ftiquation à résoudre seront ainsi 
exprimées 



in~ 8 


>Ftï Si-*'" 

-3-COS.-3- 


(571) Nous avons dit «jue la même solution se trouverait plus 
promptement par la méthode ordinaire. En effet , si dans l’éqtwtion 

proposée on fait ^=1 , on aura la transformée 

*■’ — 3/iJcqi/»a=o, 
d’où l'on déduit pir la foraiole de Cardan ^ 

x=|/ [± îîi ^ bv/— b] + V/ [±^— ^ b V/ - b]- 

Soit donc ±- = «’ cos.8, • sin.B, on aura 

a a 

x=V/[«ï(co 8.9 + 1 8 in. 9 )]+l/[n^(cos.e— 1 /— I sin.8)], 

ou x=an^co8. je, ce qui s'accorde avec le résultat précédent. 

Soit par exemple «3=991 , l’éqnation à résoudre sera (art. 5 i 5 ), 

p'-k-p' — 33o^7^^a349=o; 

alors on aura 4 «= 6 i’ 27.3*, ce qui donne a = ()t , b = 3 i , et 

comme a doit être pris avec le signe ■+■ pour que « + 1 + a soit di- 
visible par 9, il faudra foire cos. 8 et les racines de l'équa- 

tion dont il s’agit seront : 
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I an^ # 

P = 



1 0-4-a7c 

p'- 

__+_cos. 5 

ti 

I a/j* 6 1- 4it 

p - 



C^tte équ^tioa aura en outre la propriété qu'une racine p étant 
donnée , les deux autres p' et p" peuvent s’exprimer rationnellement 
par les formules 

»» 7 — 

. “ p-^9 ’ ' 

(572) Novis avons vu qu’après avoir 'résolu l’équation en p du 
degré k, on a à résoudre successivement les k équations en q du 
degré k' , puis les kk' équations en r du degré k", et ainsi de suite 

jusqu’à ce qu’on parvienne aux équations qui embrassent les 
périodes de deux termes. 

Dans ces auxiliaires successives des degrés A' , X-", etc. , les coeffi- 
cients s’exprimeront toujours d'une manière linéaire par les racines 
de l’équation précédente, et on pourra appliquer à chacune d’entre 
elles la méthode de réduction que nous avons exposée pour la réso- 
lution de l’équation en p. Mais on voit que les formules.se compli- 
quent beaucoup , s'il y a plusieurs degrés d'auxiliaires, selon le 
nombre des facteurs de n — i ; elles donneraient lieu aussi à des 
ambiguités qui augmenteraient en passant d’une auxiliaire à la sui- 
vante, de sorte qu’il sera très-difficile de parvenir par cette voie 
au résultat final qui donne la valeur de chaque période de deux 

termes représentée para;** + x ** ou par la quantité réelle 2 cos. 

Heureusement qu’on peut se dispenser de résoudre successive- 
ment les différentes auxiliaires, et qu'il y a un moyen beaucoup 
plus simple de parvenir directement au résultat désiré. Il consiste 

à considérer tout d’un coup l’équation en p du degré InJ q,,; ^ 

34. 
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pour racines les ^ ‘ jMÎriodes à deux termes représentées par 

/•** + /• ou par 2 cos.^^. Cette équation dont tous les coeflî- 

cients sont des nombres entiers connus, se résoudra par la même 
méthode de réduction que nousnvons appliquée aux valeurs X = 5, 
7,3, et les Ibnnules générales qu’ou en déduira seront infiniment 
plus simples que celles i|u’on obtiendrait pm- la résolution des auxi- 
liaires successives. C’est ce (jue nous allons faire voir dans le para- 
graphe suivant. 
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, 11* , .Il l/l . :i:f i.l iMi'î li; ::;;P 

'li. •( 

^ V. .Méthode pour pai'venir a lu résolution générulc de l’équntion 

X = o. 


I . • ! . — ï .l't: 1 i''* 

(573) Ai: moyen de la substitution 0 ;-+-^=^, l’équation X = o, 

qui est du degré n . — i =aA, peut être réduite à une équation du 
degré savoir : 


(A) 


k ^ î X— a.A— 3 X-4 X— 3.X— 4.X— 5 k-ti 

P —{k—\)p +~—p +etc. 

k-i J » X-3 X-3.X-4 X-5 X--4.X--5.X--<) k-~ 

^p -ik-^)p +—^p / +etc. 

i ; » . M ' • 

En efl’et désignons par P* le polynôme 

k .. , X-a X-a.X-3 ‘ .t-4 4-3 . X— 4 . X-5 4-6 

-^^p +ete. .. 


qui devra être borné au nombre de termes ou ii- 1 ' selon <nie 

a a ■’ ' 

k est j>air ou inq/air; si on forme , semblablement les polynômes 
Pit_. etPi_,, en mettant 4 — i et 4 — a à la place de 4, il est faeilé 
de voir qu'on aura en général ,, ,i • i t 

P*=//P*_,— P,_,, 

de sorte que la suite infinie P. -+- P, s + P, z' ■+■ P,zX + etc. , sera 

une suite récurrente formée par le développement d’une fraction 
dont le dénominateur est i — pz + z’\ d’ailleurs comme on a 
p = x + or' , ce dénominateur sera le produit des deux facteurs 
(i — J 75 )(i — x~'z)\ d’où il suit que le terme général P* peut être 
ainsi exprimé : 

P/t = aX* + 6x—*, 
a et 6 étant des constantes. 
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Mais si l’on fait successivement A-=o et A = i ce qui donne P, = i, 
«t ti,c=p=:a>-h on aura poiip déteeminec « et 6 , les deux équa- 

tions 

I = a 6 

X + X~' — aj; ëx~' , 


d’où résulte a = — 


X' 


T, 


; . Donc on a 


Pi = 


X—*~*~’ X^-' 


k-l 


et eiilin Pj-f- P**-i =^~*- 

est représentée généralement pqr une équation en p du degré k, 
laquelle est P«-t- P*_i =o. 

( 574 ) Maintenant il faut appliquer à l’équation (A) où l’on a 

X ! 

/• = flüli. la mêm^ méthode de réducti.Qu dont nous avons donné 
»» ^ 


<livers pxempJeB dans le paragraphe précédent. Mais ee^c méthode, 
déjà sujette à quelques modifications lorsque k n’est pas un nombre 
premier, exige des changements assez 'nota blés, lorsque k est un 
nortibre’ pair et surtout lorsque ce nombre a phisleurs diviseurs. 
C’est pourquoi nous allons considérer successivement diverses va- 
leurs (le «, choisies de mai^ère qiW lea différents exemples dont 
MOUS donnerons la solution, réunissent à peu près tontes les diffi- 
otth»îs qui p(«tveirt «e planter dans tout autre cas proposé. 

I ' 

Exemple I‘. /i=3i, A^=i5. ' ’ 

'il - .1 J ->■' 

(575) Altirs féquatioii en p cju’il s’agit de résoudre sera 


i p '^ — i4/>'‘-t-78/>“ — aao/»*-t-33o/j’ — a5a/»‘-t-84/'^ — 8/» 
“ I +/>'* — i3/>”-t-66/j“— l65/>’-t-a^opf»tr^«6/Il*^Ta8/»^— t , 
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fit on sait a prktti f{ue toute» ses raeine^ sotit réetlets et de la tdrMe 

aiîf 

^ s= 2 COft. - • 

Si l'oo prèiMi’ pour racine primitive de 3i te uombte g^ 'à^ les 
difierentes racines de notre étpiation seront ainsi exprimées, sui- 
vant l’ordre qui leur est assigné par les valeurs //œ (a, i ),/>== (a, ^), 
p"=(a»S’*).etc. 

P =±=r' -^r-' ff -t-r-‘ p' nbr* -t-r-* 

P =t^ +r~^ p" — r'' + r-'^ P" =zr''-\-t-'' 

lf"=zr*-^■r^ 

p"'=r*+r^^ p""—r"+r-" 

p" = r"+r-" P" = 1 * +r~' p'"=r'°+i^“. 

D'après ceà valeurs il font réduite à la formé îniéaîre le coefficient 

a^p'+s P ff” -t- 2 [>' -t-' ap'"p^'* -f' ixp" P' 

+ 2 p'p" •+• 2 p"p" 4- bip** ^ . 

Or on trouve immédiatement la valeur développés des différeiKs 
termes qui composent le second membre , savoir : 

p' = 'i+p’* p'*p*^=p +p _ 

P p'‘' = p" p“‘ p'p—p -4-^™' 

p"p"" =p"+p" p"p'^ = P"' + P" 

p"p'"=p'"+p" p"'p'"':=p' +P'. 

De là on déduit 

<t=2 -I- \p + a/>'+ ip"-b- a/?’ -t- 2/»'’ -t- %p"' -t- Zp" -\-\p 
-H 4/I’' 4- ip "" ,, 

ou en mettant au lieu de 2 sa valeur — ip — a/>' — 2 /?", etc., 

a = ;xp — 2 /)"— 2 ^’ 4- p'*-^ %p*-\- a/?” — ap *" — a/9'". 

(576) Soit R une racine imaginaire de l’équation ft'*' — 1 = 0 , 
prise parmi celles qui ont la propriété de produire par leurs pois- 
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sajices ;)Suocessives U*,R’,R% etc., toutes les autres racines de la 
même c(|uation. On peut prendre R = cos. ^ +1/ — i sin.-^, ou 
en {{éncral R = cos. 1/ — i sin. , X- étant un des huit nom- 

l)i é.s pins petits (|ue i 5el premiers à 1 5.Noiis avons vu que la fonction 
\ <pii entre dans l’équation T’= A T', peut se déduire de la valeur 
linéaire (pi’on vient de trouver pour le eoenîeient a , il suffit pour 

cela de changer <‘liaque ternie/)*^ en R^° ce <pii donnera 

>1 ' . : ■ 

(i) A = a — aR’ — 2 R‘+.aR*+ aR"+ R“— aR” — .aR*'. 

Ayant donc fait à l’ordinaire • ‘ ' 




ou aura lévpiation T' — A l'!, qui en fournit plusieurs antres très- 
utiles pour la solution de, notre prohlèmej c;ir il faut .se rappeler 
que nous avons désigné pai‘jT',T", T'", etc. ce que devient le poly- 
nôme T 'lorsqu’on iV' sulistitué'^icccssivcmcnt R’, R*, R*, etc. à la 
place de R. De même A', A", A'", Ctcl sont ce que devient le polynôme 
A , déterminé par l’équation (i), en y substituant R’, R*, R\ etc. à 
la place de R. 

Cela |)osé ré(juatioii T’=AT' et celles qu’on en peut déduire 
composent la série suivante ; 


( 3 ). 



AT', T'*= A'T'", T ‘= A'"r , T""= A"'T'" 

_ T--= A'T" , T'-> = A" T'"' , T'"*= A'" T , 

X‘-'=A’'T'',T‘*=A'T’',T”*==A"T’"' 
A"'" T**' 


D’ailleurs on démontrera aisément comme dans le § précédent, 

que les fonctions T .satisfont à l’équation T*T'^~* = rt, et qu’il 

en est de même des fonctions A, de sorte qu’on a cette double série 
. ‘ ^ 
d équations 

i ■ *' • 
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I ' » ... 1 

___ ^'ptiii . 'P' ^11 1 rp, __^»»'pri 'P»! Il - »pft| 

n = A A""= A' A- = A" A*' = A'" A'=A'* A"=A' A’*" =A" A'”. 

Ces é(|imtions contiennent les principaux éléments de la solution 
{générale que nous allons développer. 

(077) 11 faut d’abord procéder à la détermination des angles 6, 
6', 0",etc. qui donnent les valeurs des quantités A , A', A", etc., sui- 
vant la formule générale .1 ü. 

A^’”^ = n^(cos. ^ I sin. 6^”*^): ~ ’ ■ ■' 

Pour cela ayant déjà fait R = cos. (t — i sin.(t, et (4=“^==24*' 

nous savons que A^"*) se déduit de A en mettant R™."]!.* au liçu de R 
dans l’expression de A ; ainsi on aura en général , d’après l’équa- 
tion (i) : ’ • 

= a — a R’'"-*-=* — a R‘^"'+®-f.aR®'”+®-t- 

I^i2»«-+-ia ^i^ao/n-t-ao . ^j|^a6ra-ha6 , ^ 


formule qui, à cause de R’*=: i , se réduit à la suivanté : ' ' 

A("‘) = a--2R’'"+“ — aR®'"+®-i- aR*"'+®-^ 

, ..! . ■ A 

De là 011 tirera deux équations générales [>our déterminer l’angle 
8*“’ , savoir ; 

^ ■ . >; I t A 

n • cos. e'"'= a — 2 cos. ( 2 m -f- 2 ) [a — 2 cos.(5/w 4- 5) [a — acos. [6m + r>)jA 
-t-2COs.(8m-t-8)[A-i-2cos.(io//i-t- io)(A — acos. ( 1 1 1 i)(a 

-Ècos. ia)[A' ■ — V I i.- ■ 

* . . . 

« * siii. 6<"^ = — 2sin.(u/n + a)(A — 2sin (5ffi-t-5)fA— 2 sin. ((>/«-+- 0 )(a 

-t-2sin.(8w-t-8')(A-t-asiii. (lom-j- 10 ’) (a — asin.^i 1 i i^ja, 

-t- sin.Qam -t- ia)ji. 

1 

Mais puisque i5(A = 2 jr, on a en général cos. (i5(Tii)g = cos./Ap. 
n. 35 
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et siii.(|5«±6)n = d;sm.A|ji., ce qui réduit ces deux équations à 
la forme suivante : 

n ^ eos. 6'*' =3 — a cos. (2 w -t- a) («. + cos. (3 -t- 3 )ji — 2 cos. (4 »M- 4 ) 
— a «;os. (G /rt -J- r>) i* + 3 cos. (7 + 7) |a 

n • sin.5 "’= — asin. (a7«+a)|jt — sin.( 3 /n + 3 )|i+ 2 sin.( 4 »ï -+- 4 )|i 
— '■ 4 sîn. (5 nu- 5 ) (1 — asin. (6 ;« + 6) ji. — 2 sin. (7 /« + 7) (a. 

De là résultent les formules particulières 

rt^COS. 8 =2 2COS,2|/.+ COS.3|A — 2G09.4ft — aCQS. 6 [1 + 2 COS. 7 a 

«■* sin. 8 = — asiii.2ji — sin. 3 (A -t- asin. 4 («- — — aslu.GiA 

— asin. 7 ji 

n"' COS. 0 ' = 2 — 2cos.4(a cos.Gjt — a cos. 7 [a — 2cos.3|a + acos.[i. 

n' sin. 6' = — a sin.4 jA — sin. G ja — asin. 7 ja + 4s>*'- 5 (a + asin .3 
+ asin. [A 

rt^cos.o" = a -+■ ços. 6 (A T— 4 cos. 3 (A 
« • sin. 6” = — 4sii^' 3 (a-! — 3 sin. G (a 
«^ cos.8”’= a — acqs. f, -h a cos. a (a--- cos. 6 |a-^ a cos. 7 (a 

sin.0'"=asin.(A + 2sin.2|A+siu.3[A — 4si«.5jA+asin.6(A + asin.7(A 

s _ 

n ■ cos. 9 ''= I — acos. 5 (a = 2 

rt * sin. 6'’= 6 sin. 5 |a=; 3l/3 

/i‘^cos.6' =a + cos. 3 |a — 4cos. 6 (a 

«•sin. 6' = 3 sin. 3 [A — • 48 in. 6 jA 

« •' cos. 6’"= a — a cos. [a — a cos. 2 |a — 2 cos. 3 ja + a cos. 4 |a + cos. 6 |a 

n' sin. 6’"= — 2 sin.(A asin. ajA — asin. 3 |a+ asitt.4|'' + 4sio. 5 |a 
siu.6|A. 

Ces valeurs peuvent se simplifier au nioyeii des propriétés connue» 
de l’angle |A = ^=a4"; en effet par ces propriétés on a 
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C0S-4|A= T <‘0S‘ 3(i — cos. I* 

cos. 5(1 = — Ÿ 

cos.6(i= — j — cos..3(i , «ii.f>|t=8in. 4)1 — sin.(i 

cos. 7 ( 1 = — cos. 3(1 — cos. 3(1, sin. 7 (t = sin.3(i — sin.a(i. 


Il en résulte les valeurs suivantes, tant exactes qu’approchées: 


rt’cos.9 =a -»-acos. [1— 4cos. 3(1-- cos. 3(1 

c 

* r r 

= 0.84155149547.5 

n • C08. 9* =7 + 4^08. (1 + acos. aii— 3cos. 3(i 

= 4 • 5653g ao6o i 63 

rt'cos. 9" = | — 5 cos. 3(1 

= — 0 . o45o8 497 1875 

n ■ cos. 9"'= 3 — a cos.(i + 4 cos. a (i 5cos. 3 [i 

= 5.3 q 45 i 64820 a5 

/i^cos.9"=a 

= a 

n^cos.9’ = 4 + 5cos.3(i 

1 

= 5.545084971875 

/i‘cos.9'"=f — 4cos.(i — acos. 2(i — >cos.3(i 
1 

= — a .80146 00876 63 

/i^sin.9 ïœasin.(i^38in.3(i — 4sin.5(t 

^ — 5. 5o3^g 78778 71 

/!■ sin. 9' =asin. a(i — 3sin.6(i -t- 4sin.5(i 

= 3.187035509215 

rt'sin. 9” = — 4 sin. 3(1 — 3 sin. 6 (i 

— — 5.56758 i8aao 57 

/i'sin.9 — 3sin. 3(1 -t- 2 sin.4[i — 4sin.5(i 

1 .378 U 0734284 

sin. 9” = 6 sin. 5(t 

1 * 

= 5.196153422706 

n^sin.9’ =3sin.3(i— 4sin.6(i 
1 

= o.Soaoa 85397 i5 

« • sin. 9" — 2 sin. 2(1 — 2sin.3(i-t-3sin.6)i-f-4sin.5 

(1= 4*8 ii 63399 o 38 o 


Par ces valeurs numérique oti voit que des sej>t angles 9,9'. . .9*'', 
deux, savoir 6 et 9", ont des sinus négatifs, c’est-à-dire sont comptés 
entre l8o* et 36o* j les cinq antres sont compris entre zéro et i8o°. 
Voici le résultat du calcul de oes an^ee où la peééisio» a été portée 
jusqu’à la 6* décimale de seconde. 

» • I . 

35 . 
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9 = — 8r i8' a 3 " .7271 i(i 
9' = 3 .'( 55 6 .o 5 o 634 

9"= — 90 27 5 o .247518 

9"'= i 4 19 5 o .090193 

9 "= G8 56 53 .792033 

9 ' = . 5 10 23 .51)9784 

9 "'= 120 12 32 .728371 

Nous connabsoiis par conséquent toutes les valeurs des auxiliaires 
A. , A', A" jusqu'à A*'"; our on a en général 

A'*>=«^(cos.9*“’ + 1/ — I sin.9'"’), 
et son complément 

— /jT^cos. 9 ^“' — 1 / — I sin. 9 "')- 

(578) Venons maintenant à la détermination des quantités T, 
qui est l’objet principal de ces calculs ; on déduira d’abord des équa- 
tions ( 3 ) les valeurs suivantes : 

rp, _T^ rr»/_T'» T« 

A’ ‘ —'F — Â^’ 

J. V”, T» 

A'" AU" A" 

: . rj. _V". T;^ ■ ' 

* ~ A"' ~Â‘A"A"*A"’' 

La dernière donne 

T“=A*A'*A""A’“, 

ou en substituant les valeurs de A , A', A'", A"'., 

T'‘=rt~[cos.( 8 . 9 -l- 49 ’-t-a 9 ’”+ 9 ’")-t-l/— ■! sin .(89 4 - 4 *' + +*'")]• 

Donc si on prend l’angle u tel qu’on ait ' 

_ 89 -|- 49 '-t-a 9 '” 4 - 9 *” 

i5 

la valeur de T sera 
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I 

T=/t^(cos. u + l/ — I sin.ûi). 

I 

T étant connu, si on fait T'=rt’(cos. w' + l/ — isin.u') 

r 

T"= n * (cos. \/— I sin. w'") , et en général 

T<"> = « • (cos. + 1 /— I sin. u'“>, 

, , T* T** 

les équations T = -^, T"'=-^7-, T"' = -^', donneront immédia- 
tement 

(ù = 2 U — 0 

4 <>> 2 0 0' 

«-= 8u — 4 6 — 20' — 0’". 

Ainsi on connaît déjà les quatre fonctions T,T, T"',T"', et leurs 
compléments T'.T"; et on voit que la somme de ces huit 

fonctions est représentée par 

I 

2/t^[cOS.(ü-t-COS.(2«o 0)-»*CO3.(4 u 20 — 0')-*-COS.(8m — 4^ — 20' — 0"')]. 

(57g) Pour avoir les fonctions T ' et T' , j’observ'e que des équa- 
tions ( 3 ) , on tire 

T- ÎIl— -El 

A" ’ A* ~A' -A'' 

Ensuite comme on a T"T“ = «, il en résulte 

r'‘ = nA''*A*, 
ou 

T*’ = [cos. (a 0" + 0') -t- 1/ — i sin. (a 0" -»- O’)}- 
Donc si l’on fait 

„ ar-t-o* 

“ =—5—, 

on aura 

T'= n • (cos. <a"-+- 1/ — I sin. «"). 

De cette valeur on déduira ensuite 

T’ =^= «^[cos. (a «•" — i")+iy — I sin. (a w" — 0")] , 
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et ces deux fonctions feront connaître leurs compléments ou inverses 
T" et T"“, savoir : 

T” =rt‘(cos. cû" — 1/ — isin.u") 

T”"=rt* [cos. (au" — — I sin.(au" — 6")]; 

<roù l'on voit que la somme de ces quatre fonctions serait 
ï 

a n • [cos. u"+ cos. (a u" — 9")]: 

mais ici il se présente une difïlculté. 

Lorsque nous avons déduit T" de T”*, l’angle a6''-t-9' compris 
dans l’expression de T"% au lieu d’être désigné simplement par 
a9" + 9’, pouvait l’être par a9"+ 9'+atir, i étant un nombre entier 
quelconque, positif ou négatif. Ainsi la valeur de u" que nous en 
avons tirée, |>ouvait être exprimée plus généi-alement par 

„ a9”+9' . 2 IX 

u + 

Il y ft donc réellement cinq valeurs différentes de T" qui résultent 
de cinq valeurs de u", lesquelles sont : 

„ 29'+9* 29"4-9’ . an „ a9"+9' . 4' 

“ =— J— + y,u= — + 

« 2 9" -J- 9* 6x » a9"+9' 8» 

u =_g— 

Pour savoir laquelle de ces cinq valeurs doit être employée, il faut 
trouver moyen de dédulrpjlitsctement T" de T sans ambiguité. 

(58o) Pour cela soit = M , je dis que M sera une fonction de 
R seule , indépendante des racines p; en effet, si on av ance d’un rang 

rji r^f fp. 

les quantités p, les polynômes T, T, T", deviendront j^, jp-i 
donc restera consunt. Il ne s’agit dotic que de trouver la fonc- 
tion M d’après l’équation T T'=MT", et fl féiitlte de cette équation 

t ^ 

f|ue M devra être de la forme ; n ■ (cos, 8 -t- 1/ — i sin. 8) ; car comme 
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on a 

I 

T =n^(cos. w +\Z" — isin. u) 

■ 

T = n ■ (cos. w' 4- 1/ — I sin.u') 

T"= » ^ ( 00 s. «"-H/ — I sin. w") , 

il s’ensuit que la valeur de M est 

M = n'* [cos. (u + U — cü") +1/ — I sin . (u + w' — »’)]. 

Ainsi on devra avoir w 4 - «' — « '= © , et lorsque © sera connu , on 
déduira de oette équation la valeur de w". 

Pour avoir la valeur de M il faudra développer le produit des 
deux polynômes, 

T=;>4-/R 4-/'R*4-/>"'R’ 

T'=/> 4- / R* 4- p" R' 4- /7"R‘ 4-/»*” R” , 

et réduire les différents termes à la forme linéaire en p,p^p , 
etc. Dans ce développement on peut se borner aux seuls ternies 
qui contieiuient p; car comme on doit avoir TT'=MT"=r 
M(z> 4 -/>'R’ 4-/i"R‘4-etc.), il est évident que M sera égal à la 
somme des termes qui multiplient p. 

J’observe d'abord que le terme constant a se trouve dans l’ex- 
pression des carrés z>’=2 4-/>",/>’’=2 4-/>', />"’= a4-/i",etc. , et 
que a peut être remplacé par sa valeur — 2/1 — a/>' — a/i". . , — a/>'"; 
ainsi le produit T TT contient une première partie affectée de p , 
savoir : 

— a/>(i -f-R’4-R‘ + R^O) 

provenant des termes p' 4 - p'' R’ 4- p"' R* 4- etc. 

.Mais il est facile de voir que cette partie se réduit à zéro, car elle 

est égale à — a/?. ^ = — a/>. ^ .(i4-R'^4-R^);oroiie.st 

convenu de prendre pour R une valeur imaginaire qui rend R‘‘= i , 
sans rendre R’=i. Ainsi les termes du produit TT' affectés des 
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oaiTt's p\p’' , etc. , ne produisent aucun terme linéaire affecté de p, 
si ce n’est le terme ( p")' R'*, qui se réduit à (2 + p) R”, et qui donne 
ainsi dans la valeur de M une première partie R‘* ou R\ 

Maintenant si les racines p, exprimées en général par r“-t- r~“, 
sont rangées dans l’ordre numérique des exposants a, on aura 


P 

z=r‘-i-r~' 

p’ =P+r~‘ 

^»»»< r”** 

p" 

= r' + 

p'"‘=:r^ + r-’ 

p" =r“+ r— * 

p' 

=r> + /-> 

p"' = r* + r-* 

=r'^+r-' 

$u 

p 

= r'+ 

p" =r» + r-» 

p'" = 1~'‘‘ 

p' 

= P -t- r“‘ 

p'" =r"- 4 -r— 

p" =r“+r-‘. 


Par cette disposition on voit immédiatement (pie dans le produit 
T’I” le terme linéaire afTeeté de p , ne |X-ut résulter que du produit 
de deux termes consécutifs de la suite jjréeédente, savoir des termes, 

pp",p"p, pp'\ p"'p' p'"p". 

Et comme chacun de ces produits p"' p’^ appartient à deux terme.s 

/>”*// du produit TT, il en résultera deux 

t('rmes R^"'*'*”+ dans la valeur de M. Ajoutant donc toutes 

les (piantités ainsi formées, réduisant les exposants, lorscpi’il y a 
lien , d’après l’é(|uation R'*= i , et joignant à cette somme la partie 
déjà trouvée R’, on aura la quantité cherchée 

M = 2 h- 2 + 2R +4R’+ 3 R^ + 4R‘+ 2R‘+ 2R' 

+ R« + aR"+ 4 R" + R” -t- R ‘. 

Oi- il existe des réductions générales dans les jniissances de R; 011 
a d’abord l'équation 

0=1 + R + R’-t- IV -f R“. 

Ensuite puis(|ue la valeur de R est choisie de manière qu'on n’a 
ni t — R* = o, ni 1 — R' = o, on pourra déduire de l’équation 
I — R'*=o les deux suivantes ; 
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0 = 1 + R’ + R* + R’ + R” 

0=1 +R' + R'% 

au moyen destjuelles la valeur de M peut s’exprimer ainsi : 

M==— 2 R- 4 - 3 R' -t- 2 IV -t- 2 R‘— 2R‘+ 2 R’. 

I 

Substituant les valeurs M = «'’ (cos. 0 + 1/ — 1 sin.0), R = cos |x 
\Z " — I sin. [!,), on aura les é([uations 

/t“cos .0 = l — 4 cOS.(t 2008.2(1 — 5 cos. 3 ji = — 2.44735 80714 l 3 

//“sin. 0 = — 2 sin. 2 [i + 5 sin. 3 |i + 2sin.5(i= 5 .ooio 4 87380 90, 

d’où résulte 

0= I iG°4’ 32". 671039. 

( 58 i) Les valeurs trouvées de 6 , O', 6"', fl'", donnent parapproxi- 
mation 

i5u = — 3 üi°54‘32".7o5635; 
on |>eut prendre simplement 

1 5 w = — I • ,54' 32" . 706635 , 

ce qui supjjose i 5 w = 8fl + 4 fl '+ 2fl"'+ fl’"+ 2ic, et on aura 

M = — 0° 7' 38 " . 1 80376 
2<u — fl = u'= 81 3 7 .366364 

2ü)' — 0'=(fl"'= 127 II 8 .682094. 

Pour avoir ensuite la vraie valeur de 0", c’est-à-dire celle qui doit 
eorrespondre à la valeur prise pour la, il faut la déduire de l'étpia- 
tion m"=u -I- w' — 0 ; on aura ainsi 

<a" = — 35 " 9 ' 3 " 385 o 5 i, ■ 

valeur qui s’accorde suffisamment avec la première des cinq que 
nous avons données ci-dessus, savoir : 

0." = ^ 35 ' 9' 3 " . 385 o 54 . 

IT. ' 36 
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Nous en conclurons que l'angle 0 satisfait exactement, et non pas 
simplement par approximation, à la condition 

0 = w -4- ü>' — î ® ^ ® ““ ï ^ O 

OU 

5 e = i5o) — 5 fl — 2ft" — 6'=2it + 36 4- 4 9 ' +26"'+ 9 '" — 6'. 

Connaissant u", l’équation T"’ = A"T' donnera la valeur de T', au 
moyen de l’angle 

Cl)' = 2 6)"— 6” = 0 (ü — 2 9 2 0 — 9". 

Donc la somme des deux termes T"+T' jointe à celle de leurs com- 
pléments T" + T"" , sera 

t 

2rt^[cOS.(3ca — 6 — 0) + C0S.(6«1) 26 6" 20)]. 

(682) Pour former la somme de toutes les quantités T,T',T" ... T" ”, 
il ne reste plus qu’à trouver la valeur de T" et de son complément 
T"; or on aT "» = A”T“,etpar conséquent T" 3 =A''T''T"=nA”; 

I 

faisant donc à 'l’ordinaire T"=«* (cos.cü" +1/ — isin. cü"), on 
aura 

3 (o" — 6” = o, 2it, ou 4") 

ce qui donne cü” égal à l’une des quantités 

6' 9"+2it 9 "-h 4 'î' 

■3 ’ 5 ’ 3 

Poui‘ savoir laquelle de ces trois valeurs doit être employée concur- 
remment avec celle de u>, il fautreeourir au meme princij)e qui nous 
a servi à déterminer la valeur de <d". 

Pour cet effet soit TT" = M'T", ou prouvera aisément que M' 
doit être une fonction de R indépendante des racines /). Donc M' 
sera le coefficient de p dans la valeur du produit TT'", développée 
de manière que les différents termes ne contiennent les racines 
p,p,p" ■ . . que sous forme linéaire. Or par une analyse semblable à 
celle qui nous a donné la valeur de M dans l’équation TT' = MT", 
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M'=aR’-i-aR‘H- aR* + aR’ — 5R"; 
cette quantité étant représentée à l’ordinaire par 

I 

/i* (cos.0'-f-l/ — isin.©'}, on aura pour déterminer 6',les deux 
équations 

I 

n '• cos. ©’= T — 6 cos. 3 fi = — i . 354 ' o 1 966a 5o 

/i*sin.©'=4siïi.an. — asin. 3|i-t-5sin. 5|i=: 5. 40069 3a88a4ij 
d’où résulte 

6' = io4’4’3a". 571039. 

Comparant cette valeur à celle de ©, il est manifeste qu’on doit 
avoir ©' = © — ia*=0 — -jft; et en effet cette équation |)cut être 
démontrée rigoureusement au moyen des équations qui déterminent 
les cosinus et sinus des angles 0 et 0'. 

(583) Connaissant 0' on aura la valeur de m" correspondante à 
celle de u , savoir : 

w” =<ü + ta'" — ©' = aa” 58' Sy" . 930679. 

Mais d’un autre côté on a 

i 8” = aa* 58' 5y” . 960678. 

Ainsi la valeur de u” coïncide exactement avec celle de -j, d’où ré- 
sulte la nouvelle équation de condition w-t- u"'=0'-t- j8", ou 

5 «— a 8 — 8'=0'-t- 7 8"= © — 1 2°-i- 8". 

Multipliant cette équation par 3 et mettant au lieu de 1 5u sa vaJeur 
88 + 49'+ 26"'-+- 8'"-l- 36o*, on aura 

30 = a8 + 8'-t- a 8'"— 8"-t- 8’"+ 396*. 

Enfin la comparaison des valeurs de ces diflerents angles donne 
l’équation 0 = 8 6' — 8"-»- 7a”, qu’on pourrait sans doute démon- 

36. 
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trer rigoureusement par nos formules. Ainsi nous avons entre les 
angles 6 deux équations, savoir : 

— e + 6*= i8o” 

a 9 + e'— 3 9" = a 9'"— 9’ + 9’" , 

lesquelles peuvent servir à déterminer deux de ces éléments pwr le 
moyen des cinq autres. 

Si on réunit maintenant dans une seule somme toutes les valeurs 
de T depuis T , T', T" . . . jusqu’à T”" , et qu’on y joigne l’équation 
— I =/? + // + /?".. .+/?”', on aura pour déterminer p l’équa- 
tion 

Z •• 

I 5/?= 1 + art^(coS.co-t-COS.û>'-|-COS.(ü"-t-COS.u"'-t-COS.(i)"-4-COS.<o'-f-COS.w’‘'), 

où il ne reste plus qu’à substituer les valeurs des angles u, déter- 
minées par les calculs précédents. 

Voici les valeurs de ces angles, tant exactes qu’approchées : 


<0 =(>l 



ti> = a (i) 4- 

(tf** ' — 5 (d 4“ a' 



'' q , 

ca =.jw -t- ce 

6>* = 6 w -f- a' 



m / , U! 

ü) = 4 w -f- « 

»u Û 1 »ii 

(i> o(ü + a 

/ 

a 


= 8i"i8'23" 

.727116 

n 

a 

— _e_0 

=— 34 40 8 

.843924 


= — 29—9' 

II 

bd 

.4o35q8 

tv 

a 

= a'" — 0 -t- 4 |A 

= 23 37 8 

.832558 

OL 

= — 20 — 9" — 20 

= 20 55 32 

. 559670 

a” 

'=_4ô_29'— 0'" 

= — I 18 56 27 

.282997 


(584) 11 nous reste à substituer dans la formule générale la valeur 
tiouvée ci-dessus pour co, afin de calculer au moins approximative- 
ment cette formule, ce qui fera connaître celle des racines /y = 

que la formule représente. Voici donc la valeur des différents angles 
M dont il faudra calculer les cosinus : 
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U = — o° 7' 38 " . 1 8037(1 
ta' — 81 i 3 7 . 3 (>B 3()3 

ta " = — 35 9 3 , 385 o 54 

u"'= 127 II 8 .682091 

ta" = 22 58 57 .930675 

ta' = ^09 43 .477410 

ia "'= — 119 57 32 .72()OIO 

Il suffirait pour notre objet de ealculer ces cosinus p.ir le moyen 
des tables à s»*pt décimales seulement, mais pour plus d’exactitude 
nous donnons ici le résultat du calcul fait avt*c des tables à quator/.e 
décimales : 

s 

2«*(cOS.u + cos. (o') = 12.867.49028364577 

t 

2 « • (cos. ta " H- cos. «') = 19. 5579g 20442 6g(x) 

2 ^ * 

2«‘COS.u" = 10.25161707829619 

42 . 67709 94062 1 1 56 

I 

— I H- 2/I^(COS.w"'+ COS.u"')= 13.29120 11688 23 ii 

■ ' • • 
3ocos.^= 29.38589823738845 

cos. = 0 . 97962 gg4 1 2 4628 

Or par les tables de la Tr/g’. Brit. , on trouve 

003.^=0.97952 99412 5247. 

On voit par conséquent que la valeur de donnée par notre Ibr- 
mule est celle de cos.^. 

(585) Si la valeur de w est augmentée successivement de ji, 2u, 
3[/., etc., [t étant ^ ou 24°, et que d’après chaque valeur de ta on 
forme les valeurs correspondante^ de ta', «" . . . u', w"', la formule don- 
nera successivement toutes les autres valeurs de w ou de 2cos. , 

‘ 3i ’ 
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dans l’ordre p, p',p" . . .p"\ indiqué par la racine primitive que nous 
avoirs adoptée ou dans l'ordre inverse. Ainsi à partir de acos.^ 
que nous avons déterminé , on obtiendra les valeurs des quinze ra- 
cines 2COS. soit dans I ordre 


2 T! 

615 

18IT 

81c 


acos. ^ , 

acos. 3^, 

acos.-5 — , 
3 i ’ 

2 cos. 3^, 

a cos. -T— 

lo*»: 

3 oit 

a8ff 

aan 

4 r, 

acos.-r — , 

6 t ^ 

acos.3^, 

acos. -5^, 

acos.-^p, 

acos.^ 


a6it 

i6ir 

i 4 n 

20 TT 

acos. , 

2 cos. 3^, 

acos. 3^, 

a cos. 3^, 

acos. -5— 
3 i 


indiqué par la racine primitive g’=3, soit dans l’ordre inverse 




i6k 


acos.^, acos. -yp, acos.-^, acos.-^, etc. 


On déterminera aisément lequel de ces deux ordres a lieu, en cal- 
culant la formule d’après la valeurdeu augmentée de a4”, c’est-à-dire 
d’après la valeur 

U = a 3 * 5 a' a i " . 8a , etc. 

L’addition de [j. à la valeur de u eu produit une de ajt sur la valeur 
de u', de 3(x sur celle de w", etc. On aura donc les valeurs suivantes: 

0 . = 23* 5a' ai". 8a 

ta = I aq 3 ^ • 3" 

= 36 5o 56 .6i5 
J" = aa3 n 8 .68 
<«" = i 42 58 57 .93 
01' = 164 9 43 -46 

w’"= 7a a 27 .27 

Et en se bornant à sept décimales le calcul de la formule donnera 
{p— o.44o3q437 : ce cosinus répond aussi exactement qu’il est 

possible à l’angle ^-= U6” 7' 44" 5a. 
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Ainsi en augmentant successivement de (x ou a 4 ° la valeur de 
lü, et calcnlaiit les valeurs correspondantes de, u', w". on 
obtient toutes les racines de l'étjuation proposée dans l’ordre p , 
p" . . .p' , inverse de celui qui est indiqué par la racine pri- 
mitive 3 . Ces racines suivraient l’ordre direct si, au lieu d’aug- 
menter continuellement la valeur dew, on lu diminuait de la même 
quantité en mettant successivement au lieu de«o les valeurs u — fi, 
<■> — 2(t, U — 3(1, etc. 

( 586 ) Quoi qu’il en soit la formule générale 

\p — — [cos. ûi -J- cos. (aw -t- *')-♦- cos. ( 3 u + «") 

-I- cos. ( 4 « + a")-t-COS. (5 U -4- a”) 

-f- cos. (60) + a) H- COS. (8 ù> 4 - a”')] , 

qui donne la valeur exacte de la racine cos.^ , lors(|u’on fait 

86-h 46 '- 4 -a^'' 4 - 6 '''-t-aiT 

W = s- , 

donnera aussi à volonté la valeur de toute autre racine désignée* par 
cos.^^; il suffit pour cela de mettre dans la formule w -t-/«jx à la 
place de u , ni étant le rang de a« dans la suite 

ao, i 4 , 16; a6, la, 4 ; 2a, 28, 3 o; 10, a 4 > 8 ; 18, 6, a.- 

Par exemple, pour obtenir directement la valeur de cos.^^- ou 
de — cos. il faudra mettre dans la formule u-t-gfxouu-t-aiG" 
à la place de «. 

Nous sommes donc parvenus à une formule générale qui donne 
à volonté toutes les racines de l’équation en p , ou toutes les valeurs 

de cos.^^, i étant tout nombre proposé de i à i 5 . 

Dans cet exemple tous les angles 6 peuvent se construire géomé- 
triquement, puisque les angles (x dont ils dépendent, supposent seu- 
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lenii-nt la division de la circonférence en 1 5 parties. Par corisé(|ueiit 
la division delà circonférence en 3i parties peut- s’exécuter |iar la 
division en i .3 parties d’nn arc i 5w déterminable géotnétriqucment. 

Cette division en i5 |)arties s’ojière par la division du même are 
en 5 et en 3 ()arties. Sj suivant la méthode ordinaire nous eussions 
rt^olu réf|uation en /) , d’ahord par une écjuation du 5' degré, 
puis jiar une étiiiation du 3* degré, la première auniit e.xigé la di- 
vision d’un arc en 5 j>arties, et la seconde la division d’nn autre 
are en 3 parties; à cet égard comme à plusieurs antres la .solution 
eût été moins simple que celle que nous venons d’expo.ser. 

Exenqjle II. re=i3, / = 6. 

(5Hy) Dans ce cas l’équation à résoudre est 

o=// -H &p' 3/> — I . 

Soient P , p' , p" , p'", p'\ p' ^ les racines de cette équatioti; si on 
j)rend pour racine primitive de 1 3 le nombre a , ces racines re- 
présenteront les périodes de deux termes (a : i), (a : a), (a ; 4j,(a ; 5), 
(a : 3) ,(a : (>), et en dt^ignant [>ar r mie racine imaginaire quel- 
conque de l’équation .r'* — i = o, on aura 

P =r' r-' p"'= -I- 

p' = r* + r-' p"=iï^-\-r-‘ 

//'= /-^ + r-' P" + r*. 

De là on tire les carrés et les produits deux à deux des racines, 
réduits à la forme linéaire, lomme il suit : 

« 

/>'= a PP =P +P" PP—P'-^P" PP"—P"+P' 

p" =1 a +p" lip" =p +p' P p'"=p" + P' P'P"'=P"’ ^ P 

//'■ = a+//" p"p'=p"+p p"p"=p'-^-p p"p'=p"+p’ 

//"•= a -4- //' p"'p"=p"-Vp p"p'=p-^rp' 

p">z='l+p’ p"p'—p''+p" p"p—p'-\-p 

* * r t n ftf 

=ra-4-/^ PP —p -i-p P' P =p -f-p 
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(588) Soit R une racine imaginaire de l’équation R® — 1=0; 
nous prendrons R=cos. jt-t \/ — i sin.ji en faisant |ji = ^=6o" 
^011 pourrait prendre également Nous ferons ensuite 

T =/i +/ > 

et nous désignerons à l’ordinaire par T', T", T"', T”, ce que devient 
le polynôme T , lorsqu’au lieu de R on met R’ , R’ , R* , R‘ , respec- 
tivement. ’ 

Lorsque k est pair comme dans cet exemple et dans tous ceux où 
n est de la forme 4wi -t- 1 , on ne peut plus supposer la valeur de T‘ 
composée seulement avec des puissances paires de R , comme nous 
l’avons fait pour les cas où le nombre k est impair; il faut alors 
supposer 

T-= a-*-a'R’-t-a"R‘ 

-l-iR-t-è'R‘-t-t"R‘, 

et on continuerait ces suites plus loin, savoir jusqu’à la puissance 
R ‘ , si k était plus grand que 6. Dans cette formule les coefficients 
a,a , a, seront assujétis à une loi, et les coefficients b, b' , b", à 
une autre loi. On aura en effet 

a =p' + p'"' + i P p' + ixp"p" b = app -^^p'p -\r'xp"p'" 

a =p' + p"' 4- np'p -t- ^p"p' b' =^p' p" -H ipp'"+ap'p'' 

a"= p"' -t- />'• -h np'"p' -P a p"'p 4"=a p"p'"+ ^p p" +u.pp' 

Ces coefficients doivent être réduits à la forme linéaire, mais il 
suffira de calculer les deux premiers a tX. b, car on voit bien que 
les autres se déduiront de ceux-ci en avançant progressivement d’un 
rang les lettres p , p . . .p'. On trouvera de cette manière 

a =a — />' — p" b =a/> +l\p' + 7^p"' ^p" 

a =a — p" — p' h' = a/?' -P ^p" -P a/?”-p4/>' 

a"=a— y"— /I b"= ip" -p lkp"'+ 2 p' + txp 

II. 3; 
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et la valeur de T* sera 


T’= a(i-»-R* + R‘) + R (2/7 -t- 

—/ —p'R‘—/>"'R* -h R'(2// + 4/»" +2/j’'h-4^*) 
—p”—yj'R’ — -i-R‘( 2/7''+ 4/>"'-t-2/5’ -t-i/p). 

Il faut ensuite ordonner cette quantité par rapport à p ,p ' . . .//, 
après avoir mis préalaldement la partie constante a+ 2R’+ 2 R*(i) 
sous la forme 

t 

— (2+2 R’+ o.R*){p + P p" p" + p"), 
ce qui donnera 

T’= p{ — 2 t- 2 R — 2R* — 3 R^-t- 4 R‘) 

+/?'(— 3 + 4R—aR*-t-2R'—aR0 

+//' (_ a — 3 R’ + 4 R» — 2 R<-t- 2 R‘) 

-t-/r (— 2 + a R — 2 R’ ~ 3R‘+ 4 R‘) 

-\-p"{— 3 -h 4 R— aR‘ + aR’— 2 R‘) 

-\-p' (— 2 — 3 R’-t- 4 R* — 2R^+ 2R‘). 

Soit A le coefGcient de p dans cette expression, il est facile de voir 
que A R’ sera le coefficient de //, A Recelai de p'\ etc. Donc en 
faisant 

A = — 2 + 2R— 2R*— 3 R‘ + 4 R‘, 

on aura 

T* = AT, 

équation qui a lien, comme on voit, pour toute valeur de h , paire 
ou impaire. 


(i) S'il DU s'agissait que d'avoir Ui valeur du oosfiicient A et mente celle de 
A', on pourrait omettre entièrement cette partie , parce que 1a valeur imaginaire 
prise pour R satisfait à l'équation o = i+R’-t-R*, et même è l'équation 
o=i + R* 4-R* qui résulte de la précédente en mettant R’ à la place de R; 
mais comme la formule générale par laquelle on veut exprimer A doit servir aussi 
à exprimer A", en mettant R’ è la place de R, la quantité l + R’ +R^ devien- 
drait par cette substitution i -f- R‘-f- R'* et serait égale à 3 an lieu d'être nulle; 
il faut donc conserver la partie dont il s'agit dans l'expression de A. 


Digitized by Google 


CINQUIÈME PARTIE. 291 

( 589 ) La valeur de A peut se trouver d’une manière plus simple 
en observant que A doit être égale au coefficient de p dans la valeur 
de T’ développée et réduite à la forme linéaire. Mais d’abord il 
convient de ranger les racines/», toutes de la forme r* 4 - r— «, sui- 
vant l’ordre numérique des exposants-K, cotnne on le voit ici: 

t • 

• 1. • K’ 

p=P + r~\ /» ==r’-t-r“’, />” = r’-»- 

Il en résulte que les seuls produits de deux lettres qui produisent 
p, sont pp, P P", P" P ^p P ,p p\ 

Cela posé le développement de T* donne une première partie 

p' -t- /■ R’ 4- p"‘ R^4- p'"' R‘4- 4 - /»’*R", 

dans laqudle il faut substituer les valeurs /;* = a ->-//,//’= a 4-//', 
/»''■ = a 4 - p"\ etc. ; et d’abord comme le terme constant a contenu 
dans toutes ces valeurs, est équivalent à — a/; — a// — a/»" — ap'" 
— a/»* — a/>', la partie que ce terme constant introduit dans A 
sera 

— a(i 4-R’-hR*4-R*4-R'4-R").'-‘ 

Elle pourrait être négligée pour la détermination de A et de A’, mais 
elle ne peut l’être pour la détermination de A", parce que l’équation 
O = 1 4 - R’ 4- R^4- R‘ 4- R*4-R’“ cesse d’avoir lieu lorsqu’on met R* 
à la place de R. 

On observera encore que le terme p"' R'”, otl l’on a />'• = 2 4 - p, 
donne un coefficient R“ ou R^ qui doit faire partie de A. 

La seconde partie du développement de T* à laquelle il faut avoir 
égard est celle que fournissent des termes 

a/»/;'R4-2/»>’’R‘4-a/>’y'R‘4^a/»>"'R’4-a/^:'>lR*^ 

elle donne dans l'expression de A une troisième 'jiartie ‘ 

aR 4 - aR*4- aR‘ 4 - aR‘ 4 - aR', ’ . 

laquelle étant réunie aux deux autres , forme la valeur complète de 

37. 
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. . f * 

A = — 2 + aR — 2 R’ — 3R^-»-4R‘, 


ce qui s’accorde avec le résultat déjà trouvé. 

(5yo) L’équation ’r'=A'rî dans laquelle on mettra successive* 
ment R’, R*, R‘, R‘, à la place de R ,produitcettesuite d’équations; 

T> = AT', r'=.A'T"', T''' = A"T'=— A", 

' T“"' = A’”T’ T''* = A'’T”’ 

où il faut remarquer que dans la troisième T"*= — A", on a mis 
— 1 à la place de T' , parce que T' éhtnt ce que devient le poly- 
nôme T lorsqu’on met R‘ ou i à la place de R, on a T'=^-»-^'-t- 
/j"+p'"+p” +p '— — I ,etpar consécjuentT"’=:r — A". D’un autre 
coté A" étant la valeur de A lorsqu’on met R’ à la place de RVj’ob- 
serve que la valeur de R tirée de l’équation R* — i ==o est choisie 
de manière (ju’«;lle ne satisfait [>as à l’équation R^ — i = o, sans quoi 
les puissances successives de R ne donneraient pas toutes les racines 
de l’équation R‘ — i = o; donc cette valeur satisfait à l’équation 
R’ -f - 1 = O. Mais en substituant dans l’équation ( i ) lavaleur R*= — i 
à la place de R ,_le second membre se réduit à — i3= — n; donc 



et par conséquent T"’ = n, ou = 

Ce résultat s’accorde avec celui de l’art, fmg; car T" n’étant autre 
chose que le polynôme T dans lequel on substitue R’ ou — i à la 
place de R, on a ^ ^ ; i 

r'=p-p+p-p"'+p"-p\ 


(piantité qui d'après l'art, cité a pour valeur ±l/n. 

li'ambigui^ du signe se justifie ici , parce que la série des racines 
p, p',p " . . .// peut commencer par tel terme qu’on voudra. Ainsi 
en supposant 

' ; p^-~p' + p" — jj>"+p'' — p’= + \y^n. 
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on aura en même temps 

p’ — p"+p'"—p" + p' — p= — \/'n. 

I^s autres conséquences qu’on peut tirer des équations (a), sont 
TT'’=AA", T"T"=A'A"'. 

Or il est facile de prouver qu’on a TT'’=T'T"'=n, et qu’ainsi 
on aura semblablement A A”= A'A"'=/i. 

En effet si on développe le produit des deux polynômes 

T =>»+/>' R + ;>''R- +/?"'R’ +y?"R< 

T"=p + ;>'R> + ;?"R" + p"'K''+ />”R’*+/j’R’S 

on aura , comme on l’a vu dans des cas semblables , 

TT-==:fp^^/pp'+ ^'fpp"+ RV>/7"'+ Wfpp"+Wfpp\ 

Or//>*=a.6— I = ii — :x=n—u,fpp'—/pp"=fpp"=/pp" 
=fpp' = — a; donc TT" = n — a(i + R+R*+R’+R‘+R‘)=n. 

On trouverait de même T T"= net (T')*=n; ainsi ona la double 
série d’équations 

(3) n=TT”=T'T"'=(T")-, /i = AA'' = A'A"'. 

(5g i) Maintenant il est facile de déterminer les quantités T en fonc- 
tions de A. En effet il résulte des équations (a) , qu’on a T* = n A* A'; 
soit donc 

I 

A=/i”(cos.9 -t- 1/ — isin.9) 

A'=n~(cos.ô' -t- 1/ — 1 sin.6') , 

on aura 

l’*=n’[cos.(30 -I- h ')+\/' — 1 sin. (39 -t-9')], 
et par conséquent 

I 

T — nJ(cos.a + V ^ — t sin- “)> 

OA I y 

en faisant «=— g — . Ensuite de l’équadon T’=AT', on déduira 
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t 

T' = 7 »~[cos. (2co — H) + \y — 1 sin.(au — 6)]. 

Par les quantités T et T' on connait leurs inverses T” et T"' en 
changeant simplement le signe de \/ — i. Sul>stituant ensuite ces 
valeurs et celle de T"= dans l’équation 

6/>=— i-t-T+r+r +r'-t-T”, 

on aura 

I t 

( 4 ) /; = — i±Y + ^[cos.» + cos.(a<»— «)], 

formule qui contient implicitement les six racines de l'équation 
proposée. 

Il ne reste plus qu’à calculer les angles S et pour cela il faut 
dans l’équation (i) substituer la valeur R = cos.[t + l/ — ism.pi, 
ce qui donnera : 

t 

n^COS.8 = — 2 +.2 cos. [t — 2 cos. a |i — 3cOS.4(t + 4cOS. 5|i 

s 

/t^ sin. 6 K 2 sin. |x — a«in. 2 |i. — Ssin. 4 t^ + 4 sin. 5 (i. 

Mettant R’ à la place de R ou 2 pt à la place de |x, on aura sembla- 
blement 

t 

n*co8.e'= — a-t-aco6.api— 2COS. 4 (a-“3cos.8 (*-4-4 cos. lopi 

t 

n“sin.6'= a sin. 2 jx— -2 sin. 4 (t — 38 in. 8 (x-t- 4 sin. iO(i; 

CPS équations dans lesquelles l’angle jxs=2^=6o“, se réduisent aux 
suivantes : 

^ *7 ^ I 

n^cos.6= 4 — cos.jt= n^sin.6= — sin.(x= — 

n*cos.6’= — I — 3 cos.|x= — -, /»• sin. 8'= — 3 sin.(i= — - 1 / 3 , 

d’où l’on déduit les valeurs approchées 

9 = — 1 3 * 53 ' 5 a" . 3904929 
9' = — • 1 33 ’ 53 ' 5 a" . 3904929. 
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Elles raontreiU qu’on a exaetement i'=0 — iao% ce qu’on peut 
vérifier par les formules précédentes, d’où l’on tire coa.(d — 6') = 
cos. ait et sin.(ô — 8') = sin.2ii. 

Connaissant 0 et 6'=0 — lao”, on aura u = — » — = -^ +60°, 
et par conséquent 

— 29* i 5 ' 54“ .9269952G 
au — 9 — — 44 37 57 .46349763. 

(392) Avant de substituer ces valeurs dans la formule ( 4 ), si on 

I 

veut savoir quel signe on doit prendre pour n‘, il faudra chercher 
a priori la valeur que doit avoir T" pour correspondre à la valeur 
prise pour u. 

Pour cela il faut déterminer T' par l’équation T T'= M T", où 
.M doit être une fonction de R seule. Cette fonction qu’il s’agit de 
déterminer sera le coefficient de p dans le produit TT' développé 
et léduit à la forme linéaire. Or si on multiplie entre eux les deux 
polynômes : 

T =/> + / R +//' R* + p"W + P" + P' R’ 

T' / R- + /^" R‘ -f- p" R‘ R* 4- R- , 

on aura une première partie 

p' 4 - p'‘ R’ 4 - //" R‘ 4- //"’R’ 4- 4 - /;’*R'‘, 

dans laquelle il faut substituer les valeurs p'=.i-k-p,p'=2+p" . . 

= 2 +p; à raison du terme constant 2, on aura dans M la partie 

2(1 4-R'4-R‘4-R» + R'*4-R'‘); 

et parce qu’on peut s uppo ser R’ = — i , cette partie se réduit à 
zéro. Ensuite le terme p contenu dans //■ , produit dans M le terme 
R‘‘ ou simplement — i . 

La seconde partie du produit TT' à laquelle il faut avoir égard 
est 

y»/»' (R 4- R’) 4- p' p" (R‘ 4 - R’) 4- jp”/>"(R' 4 - R") 

4 - p"p'" (R’ 4 - R') 4 - />'(R''4- R”); 
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elle donne dans M les termes R + R‘ + R‘ + R* + etc. , lesquels 
étant ajoutés au ternie déjà trouvé — i donnent 

M = — 1 ^-R-^-R*+R‘+R*^-R*+R"’+R’+R'-♦-R"^•R'^ 

Réduisant cette valeur d’après l’équation R’==— i , on trouve. . 

M= — n-aR+aR'= — 3 -t- 4 R- Soit M=/i* (cos. 0+1/ — i sin.0), 
on aura 

I 

«■ cos. 0 = 3 + 4 cOS.(A = — I 

/i^sin.0= 4 sin.(ji=al/ 3 ; 

de là on tire la valeur exacte 0=6 + iao“. Ensuite ré(|uation. . 
T T' = M 'T' donnera 

T'=n^[cos. ( 3 u — fl — 0 ) + 1 / — I sin.( 3 o> — 6 — 0 )], 

I _i_ 

ou T"=«‘cos.( — i8o*)= — n‘, valeur dont le signe est main- 
tenant déterminé. 

( 5 o 3 ) Il ne reste plus qu’à calculer la formule 

g— + [cos. U + cos. (a « — fl)] 

pour savoir laquelle des six valeurs de /? représentées par a cos. ^ , 
correspond à la valeur prise pour u. Voici le résultat du calcul : 

y cos.w= I .o 4845 3a79o 

yCos.(a» — fl) = o. 855 a 6 80987 

1 .9087a 18737 
i(i -f-n*) = 0.76759 1879a 

acos.^^= I . i 36 ia 94935 

cos. = 0 . 568 o 6 47467 5 
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Or on trouve que ce cosinus répond à car la valeur de cos. ^ 

calculée par les tables de la Trig.Brit., en ayant égard aux troisièmes 
difiërence», est 1 , 

cos. 0 . 5 G 8 o 6 3 1 1 55 . 


Pour avoir les autres valeurs de p il faut mettre progressivement 
dans la formule u + etc. à la place de w , et chan- 

1 

ger à chaque fois le signe du terme n * qui représente T". Et d'aborrl 
si on ajoute 60* à la première valeur 

U = — 39“ 1 5 ' 54" . 926995 , 

on aura une seconde valeur 

« = 3 o» 44 ' 5 ". 073005, 

au moyen de laquelle la formule à calculer sera 

I n“ a/l“r / 

p = — [cos. 61 + COS. (2 U — 6)]: 

I 

elle donne pour résultat 


7 /? = 0.88545 60254 6 , 


ce qui est la valeur de cos. — • 

17 

Or les racines /J, rangées dans l'ordre que leur 


donne la racine primitive g'=2, sont 


ai: aFit a^'w 

2COS.7J, 2C0S.-^, 2C0S.-^^, 2 cos. ~ J j ~ » 


2 cos. 


■ ■ .1' G 


ag ■ 
i3 


2 COS. 


ou en réduisant 


i3 ’ 


ait ÀTc 8x loit 61: lar 

2COS.-j^, 2C0S.^, 2COS.-JJ, 2COS.-^, 2COS."7 j, 2C0S.-^- 

II. 38 
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On voit donc qu’en oommençant par aoos,^, l’ordre des racines 

sera llnverse de celui que doiuierait notre formule. Quoi qu’il en 
soit, les six racines de notre équation pourront être exprimées de 
la manière suivante, au moyen des valeurs » = — 39 ° i5' 54". . . , 
9= — 13* 53' 5a". . . : 


ait ï . r / \ / a* .M 

2COS.-^ = -g-h g [C0S.(^«+ 3 j + C08.(a« + y-9)J 

4 » I n~ an“r , .... 

aeos.^= — g — -g- [cos. 61 + cos. (a w — 9)] 

81c I n* an* r /' *\ / ai: .\T 

a COS. - g + g- + -g- [cos. j + cos. (a 6. - 3 ~ 9 J J 

loit I n' an* f / aic\ /" 4 * 

acos.-^ = -g-.g-+ -g- [ cos.(^ 6 i-t; + cos.(a 6 i— 3 — 9)J 

acos. ^ = — g + ^+^[cos.(6» — ir)+ cos.(aùi — 9)] 

acos.-j 3 -=-g~g-+-g- [cos.(«-^j+ cos.(a«— 5~9)J. 

On peut aussi par une seule formule exprimer toutes ces racines ; 
cette formule est : 



1 

n*co8.mir 

uiflfcns r..- 

WtTtN / 

— 1 4- fVX 1 — 


U cos. — 

"g" 

6 


-J- ^-f-OOS. 

^ VJ 


m étant le rang qu’oocupe ai dans la suite 8, 10 , 6, 13 , a, 4* 

Dans ce cas la solution générale du problème s’obtient par la 
simple trisection d’un arc 9' déterminable géométriquement, puis- 

quon a et 9=9 ■+-- 5 " 
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*99 


(594) Alors l’équation en p du degré 30, qu’il s’agit de résoudre, 
sera 

/»•*— >9/^'+ etc- 

0= ■ 

+/7”— 18/7*’+ etc. , 

et les valeurs des racines p ,p\p" />*’*, sont les mêmes qu’on a 

désignées ci-dessus (n° 53 g) par t, f', t", . .f", en supposant toute- 
fois qu’on continue de prendre g-= i 3 pour racine primitive de 
4 1 . Voici les valeurs de ces racines exprimées en fonctions de r, 
r étant une des racines imaginaires de l’équation — i =0. 

p z=n* p' =/-’ p' p" 

p p" = i* p"=.i^-\-r* 

‘ p'"=r* +r~* p'"'=zr'' + r-" 
p""=r"‘+r-" p^'"=r"+r-" p""'=j* +r~* 
p"z=r‘'-+r-'* p"=f!+r-^ p^"=j^+r-" =r'»+r-’ 

Ces mêmes racines rangées dans l’ordre numérique des exposants 
de r, forment le tableau suivant : 

p =r'+r-' p" =zt* +r~* />•"■= r"-t-r— />" 
p"=T*+T^' p" =r‘ p""=r"+r-" p"'=r'^+r-'-' 
(i) p' =H-4-r^ p’'"'=T* -j-r-* p' =r‘*-f-r“* p"'=r'*+r~'* 
p'"=r*-i-r~* p' x=/« +r~’ p” = 7 ^*+!^'* p’'‘=r'*+r~'^ 
p’ =r*-t-r-’ =r'*-Hr-‘ p"=r^'+r-" 

■ ( 5 g 5 ) Soit R une racine imaginaire de l’équation R” — i =0, 
racine qui doit être prise de manière que par ses puissances succes- 
sives elle donne toutes les racines de l’équation R" — 1=0; cette 
condition sera remplie si dans la valeur R=cos.pi -l- 1 / — isin.fi, 

on fait (1=^ ; elle le serait également si ou faisait n = ^ , i étant 

38 . 
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l’un «les liuit nombres plus petits qucao et premiers à ao, savoir: 

1 , 3 , 7, 9, 11,13,17, ’9- P®®*-* ferons à l’ordinaire : 

T = R + //' R' + yy" R» , , . . . H- y,- JI-» , 

et nous désignerons par T, T", T". . .T"'", les polynômes sembla- 
blement formés en mettant successivement R’, R’,R^. . .R’’ à la place 
de R. Il s’agit ensuite de trouver la quantité A , fonction de R seule, 
«pii satisfait à l’équation T' = AT'. 

Ou peut, pour eet effet, mettre T' sous la forme que donne son 
développement, savoir : _ ^ 

T-=: «+ rt'R' + «''R' + «"'R‘ + a"R“ \ 

+ />R+^.TU-t-/!."IP + //"R’.....+'i"R”, , ■ 

et alors on aura 

«=// - 4 - (//)' -t- 2////“-4- ay;"y?”"‘-t- ay»'"y;"". . . +2y/*y?*' 

hz=^-xpp'-\- ip"p'" + zp"p'""+-ip"p'"' ...+ap'p'\ 

valeurs qui serviront à trouver l’expression des autres coefïieients 
b" . . . , en avaiK^ant les lettres p d’un rang.fjuand on 
|>asse de a à a , de a à etc. Mais il suffira de faire cette opéra- 
tion sur les valeurs des eoefïieients « et i réduits à la forme linéaire; 
«•es valeurs sont, d'après les différents produits «les deux lettres/?, 
(|iii supposent la racine primitive g= i 3 (art. 537), 

rt = — 2/? — 2 p " — y /" — ip" — 2/?' — p" — 2 P"' — àp"" — P" 
— 2//— 2/;"’— 2/?”"— 2 p"—p"' - 2 p""—Xp'""— 2 p"' 

h= 2p 2p' 2p" 2])" ^\p" -\- hp" -\r !\p"' 

■+■ i.p' -J- 2/>"-4- 2p"' 2p"" kp'" ■¥ ^P"^- kp""> ' 

Au moyen de ces valeurs on trouve immédiatement le coeflicient 
de p dans chacun des termes du polynôme a-l- «R’ -»-«”R‘ • • • -l-a'‘R’', 
leur somme est — 2 — 2R‘ — 4 R* — aR* — R'— 2R'* — 4 R” — 
2 R'* — 2 R'*; prenant de même le coefficient de p dans chacun des 
term«^ du polymome f>R -t- R’ -t- h" R ‘ . . . + b" R’’,-- la somme de 
«■es eoeffieients sera a R + 4 R '+ 4 R"-+ 4 R'*+ 2 R‘’-t- 2 R'^- 4 - aR”*- 
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Réunissant ces deux sommes on aura la valeur totale de A , savoir: 

_ _ a — a R*— 4 R*— a R‘— R'— a R"— 4 R“— a R «— a R'*' 
^ — j + aR + 4 R’ + 4R"+ 4 R”+ a R“+ aR”+ a R”. 

( 596 ) On aurait pu trouver plus simplement cette valeur par le 
procédé indiqué art. 58g. Voici ce second calcul confirmatif du 
premier. 

Considérons d’abord dans T' la |>artie affectée des carrés des 
racines p,p' ,p ' . . cette partie est 

R> + p"' R< + p<"‘ R» R“. 

Si l’on y substitue les valeurs //=aH-/>",/>'‘ = a+/)’'', etc., le terme 
constant 2 pour lequel on doit mettre — ^p — a/>' — a/>". . . — a/7*“, 
donne dans la valeur de A un coefficient de p égal à la suite 

— a(i +R*+R'+R'... + R“), 

valeur qui se réduit à zéro non-seulement pour A mais pour tous 
ses dérivés A', A", A'". . .A”"', excepté seulement pour A'',f(ui ré- 
sulte de A en mettant R'° à la plare de R, et alors la suite précé- 
dente, au lieu de se réduire à zéro, devient égale à — 4o, c’est-à- 
dire en général à — n - 4 - i. 

Ainsi pour avoir un résultat absolument général nous devons 
conserver la suite précédente dans laquelle seulement on [)eut faire 
R’"= I, ce qui la réduit à — 4(' -»-R‘-4-R^-4-R'. . • -t-R'*).Nous avons 
en outre le terme / j*”*R'*, dans lequel +p,ce qui donne 

dans A le coefficient R‘* ou R‘. 

Il ne reste plus qu’à tenir compte des termes de T’ qui sont de la 

forme or parmi ces termes les seuls qui , réduits à la 

forme linéaire, contiennent p , sont d’après le tableau (i), 

2 y^y 2 ''R‘-«- ay/'y/R”-»- 2 y>’y>‘" R’’4- 2 />'"y;"R’‘ 

+ 2 p"p" R'^-t- 2 y/'y;’‘R"-t- 2 /?"y;”'“R’’-f- 2 y?""'/>’R’* 

+ ap'p'"'R"-\- :ip"''p'"'R" + ap'"’p"'‘K'°+2p""p'R'’' 

+ ap'p''R‘^+ ap"p"'R"+:ip"‘p"R"+ ap''p"R' 

' +üp'"p'''R -^ +2 p”‘p‘"R'^ + 2 p"’p‘"R“. 
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La partie de A qui en résulte est donc 


aR‘ + aR"+ aR’’+ aR'^ + aR'*-t- aR” + aR*’+ 2 R’* 

+ a R“ 4- a R*' + a R’* + a R * + aR'® + a R” + a R" -4- a R’ 
-»-aR'’4- aR“ 4 - aR“, 

ou en réduisant les exposants d’après l’équation R‘° = i , 

a4-aR + aR'4-aR‘4-4R’ + aR*+aR'*4-4R" + 4R'* 

4- aR'^H- aR'*4- aR'*4- aR''4-4R‘* + »B.'». 

On peut encore réduire cette valeur d’après l’équation 

0 = 1 4-R4-R'. • . 4-R’’, ce qui donnera 

— a R’ — a R* — aR‘4-aR’ — aR’-haR" — aR”4- aR'’4-aR". 

Si l'on ajoute maintenant les trois parties trouvées , on aura 

A = — 4(l 4- R* 4- R* 4- R* 4- R’ 4- R"4- R'*4-R‘^4-R’‘4-R‘‘) 4- R’ 
— a R’ — a R* — aR*4-aR’ — aR’4-aR" — aR'* 4 -aR'’ 4 -aR'‘, 


valeur qui étant combinée avec l’équation o=i4-R4* R' 4- R*. . 4-R”, 
donnera le résultat déjà trouvé dans l’équation (a). 

( 697 ) Maintenant que nous connaissons une valeur de A de la- 
quelle on peut déduire toutes les dérivées A', A". . . A"" sans excep- 
tion , nous pouvons établir la série d'équations qui résultent de la 
formule T’ = AT' : voici cette série 


T*=AT, T"= A'T ", r"‘= A'"r, T"*=A ’T'", 

T’'*= A"T”, T’-= A’T”, T"-= A" j™, ’T".= A"'T” , 

(3) T*’=A‘T,T‘'*=A”'r",T‘”»=A*"T', T""»= A*'"T'" 

^■***1— 'J'»* ^aTiii'J'avM 


Parmi ces équations on remarquera l’équation T“» = A"T*" dans 
laquelle T"’ étant ce que devient T lorsqu’on met R” ou t à la place 


Digitized by Google 


ONQÜIÈME PARTIE. 3o3 

de R, cm a T*“=y)» = — i , et par ooiuéqueit T”> = — A”. Mais 
T“ étant ce que devient T lorsqu’on met R'* ou — i à la place de 
R, on aura 

T'*=/7— //+ />"'+ P"— P' 4 - 

et cette suite , relative au nombre premier n = 4 1 1 est égale à ± 
suivant la formule de l’art. 5oq ; donc pour que l’équation. . . . 
T'**= — A'* subsiste, il faut qu’on ait A"= — n= — 4i- C’est 
en effet la valeur qu’on tirera de la formule (a) en mettant R'° ou 
— t à la place de R. Ainsi l’équation dont U s’agit est vérifiée dans 
le cas de n=4> ou m= lo. Mais en général une semblable équa- 
tion aura lieu pour toute valeur du nombre premier n=4 w-t-i ; 
cette équation sera (T"—*)* = A"—' T*"— ‘ ,m — i et a m — i étant 
des indices et non des exposants. En effet T"—' représente la série 

p-p-^p—p +/» —p y 

dont la valeur est itv/n, suivant l’article cité, etT”"— ‘ ou T*—' 
étant la valeur de T lorsqu’on met R' ou i à la place de R , on a 
T* "T-' =/> + ^'-1-/7" . . . -h ' = — I ; donc il faut qu’on ait gé- 

néralement A**~* = •— équation que nous venons de vérifier dans 
le cas de n=4i et qui l’a été également dans le cas de i3. 

Le cas de A" étant ainsi discuté et résolu, nous pouvons sim- 
plifier la formule (a), en employant l’équation 

o=i-t-R'-t-R«-t-R*...-+-R‘*, 

qui a lieu pour toute valeur prise dans la série R, R’ , R’. . .R’’, 
excepté le seul terme R'* qui se réduit à — i , et qui doit être sub- 
stitué dans le cas de A'* dont noua n’avons plus à nous occuper. 
Avec cette seule exception, la formule (a) peut se mettre sous la 
forme 

(4) A= — aR‘— aR*— aR‘-4- aR’ -4-R*— aR’ -t- aR"— aR" -»- aR'* -t- aR”, 

d’où nous déduirons bientôt les valeurs particulières de -A , A' , A", 
A*’ A* A^< A’*i At A*»” 

) A y i* f *%, ^ A vv A « 
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( 598 ) Les propriétés des fonctions T et A sont comprises en 
grande partie dans les é(|uations (3), mais on a de plus deux autres 
séries d’ériiiatioiis particulières à chacutie de ces fonctions. La pre- 
mière est le développement de l’équation générale TW /i, 
elle comprend dans le cas présent les dix équations suivantes : 


( 5 ) 


n = TT i*m 'J'af II fjv# 'J'»» I rp/// ___ 'pi» 

__ 'p*'p*iii__ ^p»i 'P'" (T*')* 


Il suffirait de donner la démonstration d'une de ces équations, 
d’où l’on déduirait aisément celle de toutes les autres, mais cette 
démonstration serait entièrement semblable à celles que nous avon.s 
données dans plusieurs antres exemples, et il est inutile de nous y 
arrêter. 

3Iaintenant si on multiplie entre elles les deux équations T* = AT', 

T”'"’ = A”"'T"“, prises dans le tableau (3), on aura 

Qy n’=«AA ; donc n=AA”"’. 

Dans cette équation la fonction A |)eut être désignée par <1>(R), et 

alors la fonction A*'"' sera désigné par 4>(R’*) ou aura 

donc 4>R<I>^=rt; mettant dans cette équation R*, R’, etc. à la place 

de R, on aura *R’4> etc., ce qui donnera 

rt = A' A"", «= A"A”‘, etc., d’où l’on voit qu’on aura pour les fonc- 
tions A une série d’équations semblable à la série (5) qui a lieu 
pour les fonctions T , savoir : 


( 6 ) 


n = A A"'"= A'A”" = A"A‘” =A"'A”=A"A' 
= A’A‘"‘=A''A”'= A’'"A‘'=A’‘"A*; 


mais cette série de neuf érjuations ne s’étend pas jusqu’à la dixième, 
comme cela a lieu pour la série (5), car on a prouvé que l’étjua- 
tion (A'*)* = n serait inexacte , et doit être remplacée par l’équation 
A"=— n. 

t 

(*> 99 ) Nous conclurons des deux séries (5) et ( 6 ), que n* est le 
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module réel des quantités imaginaires T et A , de sorte qu’on peut 
faire 

I « 

T = rt"(cos. «> +1/ — 1 sin. «), A =/i^(cos .9 +1/ — i siii.6 ) 

I I 

T=: n “ (cos. to'-f J/ — I si 11 . w') , A'= n • (cos. 9 ' 1 / — i si n . 9 ') , 

et en général 

,p(m) 1 , (m) . , , . (m). 

'=n*(cos.(ü' ^+1/ — isin.w'' 

Jm) L. Im) . , , . (nj), 

A^ '=/î’(cos. 9 ' ' + — I sin.w^ '). 

De plus on voit que les fonctions inverses de et savoir : 
s’expriment en changeant simplement le 
signe de \/ — i dans les valeurs de T^"*) et A^"^; de sorte fpi’on a 

t(*'’*””) = n' (cos. — 1 / — I sin. , 

A^* ^ ’”^ = «*(cos. 9 ^”^ — 1/ — isin.S^”*^). 

Donc si on réunit la somme des fonctions T -t-T -t- T". . .-t-T'”' à 
celle de leurs inverses T”'" -H 'P'" + T’*’ ... -4- T’ , la somme totale 
sera 

I 

2/1* (cos. (ü +cos.«'+ cos.«". . . H- COS.w""). 

Si l’on joint ensuite à cette somme la fonction T"=±l//i, et la 
fonction T'" qui n’est autre chose que p + p " . . . + p"'= — i, 

on aura l’équation 

I I 

(7) 10 p= — I ±«ï 4- 2n^(cOS.û> + COS.«'+COS.ia". . . +COS. u’’") , 

de laquelle on pourra déduire toutes les racines de l’équation en 
p , et par consé(|uent toutes celles de l’équation proposée X = o. 

Car chaque racine p étant de la forme /> = 2COS.^^, on en tire 

deux racines de l’équation X= o, savoir : x—cot.~ — i sin.î^'* 

Tout se réduit donc à trouver les valeurs des a ngles u , w" . . . 

U. 3 g 
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■nais pour cela il faut connaître préalablement celles des angles 6, 
6', h" . . .6"" qui servent à déterminer les quantités A, A', A". . .A"". 

(Goo) Pour rendre la formule (4) applicable à tout terme A” de 

la série A , A', A". . . A"“, il faut substituer R"'*’”’ à R, et on aura 
généralement 

aR^"^^'" aR'^"^'^'" ^ |^8+8/n 

_ a r9+9'« 2 a' a R“’*''“'"h - 2 + a R'®'^ '®'" 

Faisant ensuite R = cos. |i + l/ — i sin.ji, et 

A^"*^ = H^(cos. 6^"*^ t- i/ — I sin.6^^^), on aura pour déterminer 
les (leux écpiations 

n' cos. — — a cos . (3 + 3 m) [i — a cos. (4 + 4 'ti) [i — 2 cos. (5 + 5 to) ft 

+ 2cos.(7 + 7m)[i +COS. (8-t-8m)jt — acos. (9 + 9 w)(a 
+ acos.(i I + 1 i/n)|i — aco3.(i2-4- 12m) jA+acos.(i 3 - 4 - i 3 w)(t 

+ 2COS. ( 18 + l 8 /w)|i. 

I ^ 

n' sin. = — asin.(3+3/n)ii — asin. (4-*-4"î)(* — 2sin.(5 + 5m)|i 

+ asin .(7 + 7 /w)iJ, + sin.(8-t-8/n)|i — asin.( 9 + 9 /n)|A 
+ asin.(i I + 1 iw)pi — asin.(ia+ iam)|ji-J-2sin.(i3+ i3/n)(x 
+ 2sin.D8+ i8m)jt. 

Réduisant ces deux équations d’après la valeur qui donne 

pour un entier quelconque a, 

cos. ( 20 rt ji ± i |i) = cos. i (A , sin . ( 20 a(jt±é(i)=±sin.i[A, 

on aura 

n *cos.« '’>= a cos. (2 4 - 2 w) (A — 2cos.(3-t-3/n)(A — acos. (4+4'”) 
-A- 4 cos .(7 + 7 w)(a — cos. (8 + 8 to)|a + asin.^ 

n ' sin. — 2 sin. ( 2 + a/ra)|A — asin.(3 + 3 /w)|a — a sin.(4+4”0K- 

4-3sin.(8 + 8n?)|A — 4 sin.(g + 9/«)|A — 2 cos. 
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Voici les résultats que fournissent ces forinules appliquées aux va- 
leurs particulières m=o, i , 2, 3, etc.; ils sont réduits à la forme 
la plus simple, au moyen des équations que donne la valeur iO(i=ir, 
savoir: cos.(io — ^)[*= — cos.^j»., sin.(io — fe)|i,=sin. iji, sin.|x. 
=cos. 4ft> sin. 2 1* = cos. 3 |i. , sin. 3 [4 = cos. 2 , sin.4[t = cos. ja, 
cos.4(«.= — 7 -»-cos. 2(4, sin. 3jA = 7-t-sin.(i : 

t 

/i*cos. 9 = I -f- cos. 2(4 — 6 cos. 3(4 = — 1 .71769 45 iq 3 7989 

I 

71^ sin. 9 = sin. 2 (i — 6 sin. 3 (4 — 2 sin. 4 (4 = — 6.1 6842 97466 4762 
9=— io5*33'38".4567363 

I 

n^cos. 9'= 7 -t- cos. 2(4 = 3 . 3o9oi.69<)437495 

1 

/7~sin.ô'=2sin.2[4 — 7sin.4(4 = — 5.48182 6109481 13 

9'= — 58” 53' o". 18138297 

I 

n ■ cos.9"= 6 cos. (4 2 cos. 2 (4 — 3 cos. 4 («• = 6 . 89732 2 1 o33 9698 

/»*sin.9”= — 6sin.(4-*- 2sin. 2(4-1- sin.4|4= 0.27262 5o6463o4a 

9"=2"a6'a«'’-5432637. 

D’après cette valeur on a 9" = 9-»- io8” = 9 -j- 6(4, et en effet ou peut 
démontrer que cette équation a lieu rigoureusement, d’après les 
valeurs connues de sin. 9, cos. 9, sin. 9" et cos. 9". 

I 

n • cos. 9"'= — I — 5 cos. 2 (4 4 = — 5 . o45o8 497 1 8 

/j*8in.9"'= — 3sin. 2(4 + 6sin. 4(1 = 3.942983340893506 

9'"= 1 4 1 ’ 69' 26" . 2 1 43o 0099,3 

I 

/»■ cos.9”= — 5 

I 

«~sin.9" = — 4 

9"= — 141' 20' 24". 69028 52726 

1 

n*cos.9'= 3 — cos.2(4 =2.190983006626053 

/i’sin.9’ =7sin.2(4 + 2sin.4(4 = 6.016609798637619 

9' =69" 69' 26". 2 143000993 =9"' — 4,^. 

L’égalité 9’= 9 "' — est rigoureusement démontrée par lesfor- 

39. 
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milles qui donnent O"’ et 6’, 


«■cos.r =ï — f)cos.|x — cos. an = — S.oiSSSGogai 45871 

siii. O" =— 6sin. n — a siii.a n — sin. 4 n = — 3 . 9807a 8987 1 3978» 
H" =— 1 4 1* 33 ' 38 " 45G73 63 = e — a n- 
n^eos.0'"= — T + 5 cos.a|jL =o. 545 o 8 497«3 74/35 

«• siii.6"'=: Gsin.an + 3 sin. 4 n =6.37988 io 6 a 64 o 3 oo 

S”'= 85 * 6' 59" . 8 1 8G I 703 = 6' + 8 n 
«•cos.S'"— I +eos.an+ * 5 cos. 3 n = 5 . 3357 a 85 o 8 i 3978:1 

/l sin. 0'""= — sin.aji— Gsin. 3 ji,+ asin. 4 n =— 3 • ^^977 4 • 869 5 1 847 
r"= — 33 ” 33 ' 38 ". 45 G 73 63 = e -»- 4 h- 


Rapprochant tous ces résultaU, on a le tableau suivant des valeurs 
de 6 , où l’on voit que quatre de ces quantités telles que ô , b', b'", 6" 
suflisent pour déterminer les cinq autres 


6 =— io5”33'38".45G73 63 

H' = — 58 53 o .18138297 

fj " — a 26 21 .5432G37 =6 + 108° 

0'" = i4t 59 26 .2143000993 

(tj) b" — — i4t a4 .6902852726 

4’ = 69 59 26 .2143000993=9"' — 7a* 

9" =— i4i 33 38 .46»7363 = 9 — 36“ 

6““= 85 6 59 .61861703 =9' + i44° 

r-=— 33 33 38 .45673 63 =9 + 72“ 

(Goi) Venons maintenant au calcul des angles «. On a par les 
équations (3) 


rrv 'I** f|V« 'T 

1 l — 


T* 


TI. ^ 


A' A' A' 
ï'‘ 

Â«À'<A""A'"‘ 


'T"=^ = 




Multildiant la valeur de 'T“ par celle de T", et observant que par 
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les ér[uations(5) on h T"T'"i=h, le produit donne 

T”=:«A'*A'*A"’’A"'. 


Substituant dans cette équation les valeurs de A, A', A'", A’", ex- 
primées en fonctions de 6,6', û", 0'“; substituant également pour 'f 
sn valeur en fonction de w , on aura 

aou:=: io6 + ae'"-j-6'" , 


et j)ar conséquent 


(lo) 


_ io6-H66'-+-ar-t- iU'_ 56-f-36'-4-6"'-t- rr 


Substituant enfin dans cette formule les valeurs approchées des 
angles 6, on a la valeur approchée 

ù) = — 49’2 4fi"-66i35 3o3i. 

Otte valeur est nécessaire poumons diriger dans la détermination 
lies autres angles u, de manière à éviter toute esjtèce d'ambiguité 
dans la formule générale de solution. . ■ 

U étant connu on a les valeurs tant exactes qu'approchées des 
angles u', u'", <ü’", savoir : 


w' =a<ü — 6 = T* a8' 5".i34o3oa38 

o>"'= 4o»— “îi® — *=7349 10 .44y44'3446 
«'■■=8o> — 4® — a®' — ®"= 5 38 54 .fi8458f>7g3 


Ces premiers résultats font connaître la valeur des quatre fonctions 
T, r, r",T'“ et de leurs inverses T”‘", T”*', T", T*'. 

((■> 02 ) Pour aller plus loin il faut commencer par chercher la 
valeur de T' au moyen des deux équations T"' = A'’T',T’>= A* T", 
trou l’on tire 


et [par consétjuent 


r'‘=A"*A’T' 


«A "A» 

T»t« > 


4(ü"=a6"-»-6’-~»)"*. 
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Mais comme le second membre de cette équation peut être augmenté 
à volonté de ar , 4’' et 6ir, on aura quatre valeurs de savoir : 


„ 29"+6’ — û>’" „ 2Ô"4-9’ — , 

“= A * "= Â +T' 


» ar+6'— . « a! 

U = . -t- tr , (ü = — 


B* 


4- 77T, 


entre lesquelles il faut choisir celle qui devra correspondre à la 
valeur prise pour u. 

Pour faire ce choix il faut recourir au principe dont nous avons 
déjà donné diverses applications; il consiste à déduire T" du pro- 
duit TT', au moyen de l’équation TT'=M T" dans laquelle M doit 
être une fonction de R seule qu’il s’agit de déterminer. Je remarque 
d’abord que cette quantité M , en tant qu’elle résulte de l’équation 
TT' 

M = a pour expression 

t 

M=«' [cos.(o>-*-û)' — I sin.(cd + J — u")], 

ce qui assimile sa forme à celle des quantités T , A , T, A', etc. Si 
donc on trouve directement 

I 

M = n ■ (cos. 6 + 1/ — I sin.6), 
on aura u J — u"=e, et par conséquent 

o>' = w-{- «I)'— 0 = 


Comparant ensuite cette valeur aux quatre déjà trouvées , on verra 
laquelle de ces quatre valeurs doit être adoptée. 

Tout se réiluit donc à trouver la valeur de M d’après l’équation 
TT'=MT", et on voit que M doit être égal au coefficient de // 
dans le produit développé et réduit à la forme linéaire des deux 
|>olynomes 

T==p+p'R -^-p''R'+p"'W +;;*•* R” 

T =/i -+-/>'R‘-i-/'R^-i- /"R‘ + P"' R“. 

Considérons d’abord la partie 


Digitized by Google 



CINQUIÈME PARTIE. 3n 

P' + //* R» + /'■ R‘ + p'"' R’ +/?•■•* R*’ , 

dans laquelle il faudra substituer les valeurs des carrés/?‘=a+/)”, 
/>'• = a + p'“ , etc. : le terme constant a , commun à tous ces carrés , 
étant la même chose que — -ip — a/?' — etc. , le coefficient de p qui 

en résulte pour faire partie de M , est 

0 

— a(n-R’ + R‘+R» + R‘’). 

Cette quantité multipliée par i — R’ qui n’est pas nulle (même quand 
on mettrait à la place de R un terme quelconque de la suite R*, R’ , 
R‘. . .R’’), donne le produit — a(i — R®“) qui est nul : elle peut 
donc être entièrement omise dans la valeur de M. 

Il ne faut donc considérer dans cette première partie du pro- 
<luit TT” que le seul terme />*"*R^' = fa -+-/>)R*' qui donnera dans 
M le terme R“ ou R’. 

Soient deux termes consécutifs du tableau (i), il y aura 
dans le produit TT' deux termes 

ipii , à raison de la partie p comprise dans p^ p , donneront dans M 

les deux ternies R***'*''' + Voici le résultat de tous les ter- 

mes formés semblablement d’après le tableau (i), 


PP" ■ 

..R‘ -hR> 

p"'"'p' . 

. .R“-t-R“ 

P"'P" • • 

.R'‘-+-R" 

p"p' • 

. .R“-t-R’’ 

p'p'"'. 

. .R-‘-t-R- 

P"P" ■■ 

.R'“-t-R" 

p'p'" • 

. .R“-t-R'’ 

p"" p"" . 

. .R’»-t-R” 

P P • • 

.R"-t-R” 

p"'p" . 

. .R“-t-R’‘ 

p""p"" . 

..RW-t-R*’ 

p"'p^". . 

.R‘'-t-R“ 

p"p" • 

..R‘*-+-R“ 

p"''p' 

. .R”-»-R“ 


.R*^-i-R“ 

p"p" . 

. .R”-t-R*' 

P'P" • 

. .R'’-t-R” 

- 


p"p ""' . 

..R“-t-R« 

P'Y" • 

. .R”+R’’ 




Ajoutant toutes ces puissances de R au ternie déjà trouvé R’, et 
réduisant les exposants d’après l’équation R’“ = i , on aura 
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M = 3 R*+R’+R*+R‘ + 4R‘ + 2R’4-R' + 4R'+R'" 

“) 4-4R“+aR”+aR'<+4R'*+3R-'+3R'’+aR''+R". 

Cette quantité, réduite ultérieurement au moyen des équations 
R‘”= — I , I — R’ + R‘ — R‘+ R' = o, donne enfin 

(la) M=— 5R+aR’— 4R’ + 2R’- 

(6o3) Substituant dans cette formule les valeurs 

I 

R = cos.[i + V/ — isin.|i, M = «^(cos.0-4-l/— i sin.6), on aura 
|KJur déterminer© les deux équations, 

«• cos.0=- — 7COS. fl + acos.3|i = — 5.4di8a 5iog4 81 
sin. 0 = — 3 — sin. |i = — 3 . 3ogoi 69943 7^ 

d’où l’on tire 

S — — i48° 53' o" i8i38 297 = 6 ' — in. 

Il suffit d’ailleurs de comparer les formules qui donnent 0 et 6' fX)ur 
s’assurer que l’équation 0=0’ — t w , n’est pas seulement approchée , 
mais qu’elle est rigoureuse. 

Connaissants, l’équation w"=3u — 0 — ©donnera 

«"=107“ 18* 18". 6540601 77. 

1 

D’un autre côté on a 

i£±illl^= 1 7’ 1 8' 1 8" . 654 o 6 0177, 

4 

ou voit donc que parmi les quatre valeurs de w" rapportées ci-des- 
dus , celle qu’on doit choisir pour correspondre à la valeur prise 
|K)ur U est 

„ a8' + 8'«"' . , 

On a aussi en d’autres termes ca".= » + «' — 0, ou 
«"= 3t4 — 0 — 6 + jn, 
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ensuite u’ se déduira de l’équation T' = p7-qui donne 

ti’=2ta" — 6"=6 (i> — a 9 — aô' — 
ou ■ 

<0'= 6 0. — 3 0 — a 9' + 72” = a I a" I o' 1 5" . 76485 6654. 

Au moyen des angles u" et u’ on connaît maintenant les fonctions 
T" et T', ainsi que leurs inverses T"' et T*"’. Il ne nous reste plus 
à trouver que les valeurs de T”, T*' et T"" qui feront connaître 
leurs inverses T“% T'" et T’. 

(6o4) Ijh valeur de T" peut être tirée des équations T"'=A"T‘*, 
f d ou résulte T‘'<=rtA”> , et par conséquent 

4o"=a9”+a/tT;, ou (ü" = i9”+ 

h devant avoir l’une des valeurs o, i , a , 3. 

Pour fixer cette incertitude nous aurons recours à récjuation 

TT = NT" où N doit être une fonction de R seule, ainsi expri- 
mée 

N=n^ [cos. (o -f- <o" sin. (u + o'"— 

Donc si on trouve directement 

I 

N=n»(cos.A-f-l/— I sin. a), 
on aura « + à” — u" = A , ou 

I» . *$f 

Cl» =(ü •+• ta — A ; 

on aura donc aussi w-+-w"' — A=49”-j- jAir, ou 

A = 0 + w'" j9" 4^77= 5 m 2 9 9 ' 49" 

D’ailleurs on a 5 m = |9 -t-|9'-f- 49"'-^ 36"; donc 

A = 4(9 + 9'-+- 9"'— 9") -P 36“ — 4 /t ,7 , 
ou en valeurs numériques 

A =95- 26' 36". i33a3 3o5i 
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Maintenant la valeur de N, calculée directement, n’cstautre chose 
que le eoefiicient de p dans la valeur du produit TT'" développé 
et réduit à la forme linéaire; or, par le même procédé qui nous a 
servi à déterminer le eoefiicient M , on trouve 

; — io(i - hR‘-4-R''+R'‘)+R'” 

(j3) N= + 2-t-4R + aR*+3R’+R*+R‘ + 3R‘-»-3R’+aR*+3R’ 
j-l-2R'*-t-3R''H aR”+R'*+R’*+R‘*+R ’+3R'». 

Cette valeur de N a lieu quand même au lieu de R on mettrait II", 
R%R‘. . . jusqu’à R’’, ce qui changerait N en N', N", N'". . .N”"'. 
Mais pour les valeurs N, N", N". . .N""‘ dont l’indiec est pair, on 
jKJurra simplifier la formule en faisant R"= — i , et i — R’+ R' — 
R* J- R* = o, ce qui donnera la valeur réduite 

(i4) N= — 2 + 4R + R'— R‘+3R‘-t-3R’. 

Comme il ne s’agit ici que de la première valeur de N qui répond 
à la valeur R = cos. pi + 1/ — isin.pi, et qui est représentée par 

I 

Il • (cos. A+l/ — I siu. a) , on aura les deux équations suivantes pour 
déterminer A , 

«“cos.A=4‘^os f‘ — 4cos.2jJi — 2 cos. 3 (ji=— 0.60741 O^llH 
«~sin. A = 2 + 8sin [il + 2sin.4g = 6.37424 89875 8987(1 
(ies équations donnent 

A = 95* 26' 36" . 1 33a4 , 

d’où il suit qu’on a /t = o et »"={(r, ou par approximation 

w"= — 7cf'4o' 1 2". 345i4 26363. 

On |jeut aussi mettre w" sous la forme 

0 .” = 5<o— J 0 — i 9'- 16"'+ ir’— 36- , 
comprise dans la formule générale <o'"’=(w+ i)w + «<"> étant 
une quantité qui ne dépend que des quatre angles 9,9', 9'", 9", et de 
l’angle (t= 18". 
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La valeur ^de T" étant connue par celle de u>", on connaît en 
même temjjs son inverse T"’; de pins cette même valeur détermine 

T"> 

celle de T" par l’équation T'*=-^; car ayant w"'=|0'’, on a 

L J 

T">=n(cos. 9”+l/ — I sin.6")=/i» A", et jwr conséquent T“=n'’. 

* I Ji_ 

Nous' savions déjà que T'* ne pouvait être que + n~ ou — n‘ ; ainsi 
il ne reste plus d’incertitude sur cette détermination. 

(6o5) Venons maintenant aux fonctions T" et T"", les seules 
qui nous restent à déterminer avec leurs inverses T*“ et T‘. 

On peut tirer T" de l’équation T'’'=A"T'"' = ^— , qui donne 

2 a” = 8" — cü’ ou 2 u"— 8" — w'-t- 2 r, et par conséquent 


9 " — 


a 


ou 



De même T'"' 


peut être tiré de l’équation T""’= A"“ 



qui donne les deux valeurs 




H* ic. 


Ensuite pour décider, dans chacun de ces cas, quelle est la valeur 
qu’on doit adopter, on {xiurrait recourir à la méthode ordinaire 
qui consiste à chercher les quantités P et Q , fonctions de R seule, 
d’après les équations TT’'=PT'", TT’'‘ = QT'“'. Car connais- 
sant T et T'", ces équations donneront les valeurs de T" et T"", 
ou celles des angles w" et a»"". 

Mais il se présente dans ce cas un moyen plus simple de parvenir 
aux l'ésultats cherchés; et ce moyen qui pourra être employé dans 
des cas semblables, a l’avantage de fournir une nouvelle suite de 
théorèmes sur les fonctions T. 

(6o6) Reprenons l’équation TT=MT", et supposons que dans 
cette équation on substitue sui-eessivement R', R’, RL . . jusqu’à R” 
à la place de R; ce qui changera M en M', M", M"'. . .M”‘". On for- 
mera ainsi une nouvelle série d’équations qui sont autant de théo- 

4o. 
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lèmes sur les fonctions T, savoir : 


l’T= M T ", T'T "= M'T' , T"ï* = M"T"", r"T"‘ = , 

”” T* T*' AI*' T ^^****j^'^ 

M“T“, T*T'=M‘T"',T"T"'=M*’T", 
]S'I*'*T** ÎM*^T*** 

*^1'*'' ^i^**'* " AI*’* T* Al*’** ^***' __ ^1** 


Dans la série précédente si on multiplie entre elles les étpiations 
extrêmes , ainsi que deux équations quelconques également éloignées 
des extrêmes, les produits offriront une propriété des fonctions M 
analogue à celle des fonctions A, et contenue dans les équations 
suivantes : 

n = .M M = M'M""= M"M"' = M"'.M”=M"M-=M’ M"” 

^ = M" M- = M- M" = M”" M*. 


(Jette suite ne s’étend jjas jusqu’à l’équation rt = (M"‘)* qui serait 
inexacte; on voit au contraire par la lo® des équations (i 5 ) qu’on 
a M" = T”‘=— I. 

Il résulte de ces t*quations qu’un terme quelconque delà suite M, 
M', M", etc. peut se re|)résenter par la formule 

^cos. 0 ^”*^ -t- 1 /'— I sin. ©’”). 

Dans le cas de m = o, nous avons \léja trouvé par la formule (la), 

M • (cos.0+1/ — 1 sin. 0), 0 = I x>rsque/n sera un nombre 

pair, ce qui a lieu pour tous les termes M", M” , 31 " , etc. , on pourra 
calcider encore par la formule (ta) l'angle ©'“'qui répond à M'">, 

en mettant dans cette fornmle R”*^* ou R**^ * à la place de R : 
il en résultera les deux érjuations, 

n^cos.0''“*^ = — •jcos.(at 4- i)(jl+ acos.(6/ + 3 )(t 

— 4cos.(iot 4 - 5)[i 4- 2 cos. (i 8 14 - 9 ) U. 

/iîsin. 0 ^“*^ = — 5sin.(ai4- i)[t 4 - 2 sin.( 6 i-+- 3)g 

— 4 sin. (i 01 4- 5 )(i -1- 2sin.(i8i 4 - 9)1*. 
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Par exemple pour trouver la valeur de ô" dans la formule. . . . 

t 

M" = n* (cos. e"-M/ — isin.0"), 011 fera 2/=a, ce qui donnera 
les deux équations 

I 

n '• cos. 0"= — 2 cos. (A — 7 cos. 3 [t 

I 

n’sin.0''= 3 — sin. 3 |i. 

Comparant ces équations à celles qui déterminent 6' (art. Goo) , on 
en déduira 

e"=6’ + 4x. 

De même pour avoir la valeur de ô” qui donne. . . 

I 

.M" = rt“(cos — I sin. 0 "), il faut faire 2{=G, et on aura 

t 

n • cos. 0 ''=acos. [A + 7 COS. 3[a 
rt"* siii.0" = 3 — siii.3jA. 

Donc 0" =x — ©"= jit — 6'. Ces deux résultats vont nous servir à 
compléter la solution de notre problème. 

(G07) Pour revenir aux équations (i 5 ) qui sont autant de théo- 
rèmes nouveaux sur les fonctions T, nous remarquerons que les 
coefficients de rang pair M', M'", M', etc., produits par la substitu- 
tion de R* , R‘ , R* , etc. au lieu de R dans M , doivent se tirer de la 
formule générale (i i) et non de la formule réduite (12) qui n’a pas 
lieu pour ces coefficients de rang pair. En effet l’équation R"= — i 
que suppose la formule (la), cesse d’être exacte, lorsqu’au lieu de 
R on met R*, R*, ou en général R*‘, puisqu’on n’a pas R’°'= — i, 
mais bien R*“'=-t- i. 

Ainsi, par exemple, pour avoir la valeur de M'on mettra R* au 
lieu de R dans la formule (i i), et on aura 

M'=— 4 — 3 R‘— aR‘ — aR* 

I 

n>cos.0' = — 5 -»- cos. 2 [A 

I 

sin.0' = — 5 sin. 2 (a — asin.4(t- 
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De là on tire la valeur exacte 


e'=«'— 7a°=e'— 4(i, 

(|iii lionne 

!Sr= « • [cos. (6' — 4 K-) + — • S’»- 4 [i)]- 

Par cette valeur de M' on calculera directement celle de T' au 
moyen de l’équation T'T"'=M'T', et on aura 

(ü (Il “t" 4 i 


ou 


<o'^=6<i) — 3ô*^aô -t- 4ii I 


valeur qui s’accorde avec celle que nous avons déjà trouvée.... 
61* =6(11 — aî — a 6' — 0"-j- lOft; car en les égalant on trouve 6"= 6 + 6(t, 
ce qui est en efl’et la valeur de 6". 

Après avoir déduit des équations T’= AT', TT'= MT Tes deux 
suites de théorèmes compris dans les équations ( 3 ) et (lô), on doit 
voir maintenant qu’il serait facile de déduire une suite de théorèmes 
semblables de l’équation TT"'=NT‘’, et de beaucoup d’autres de 
la même nature telles que T 1 '"=BT'", TT''=DT', etc. Mais ces 
théorèmes, si faciles à multiplier, sont inutiles pour l’objet que 
nous avons en vue, c’est-à-dire, pour la détermination des divers 
|>olynomes T , T, T", etc. en fonctions de la racine R ; car le petit 
nombre d’applications que nous avons faites de la série (t 5 ) et de 
l’équation TT" = JV T", suRit pour la détermination dont il s’agit, 
ainsi que pour la résolution générale de l’éqnation X=o dans le 
cas de /i = 4i- 


(Go8) En effet, au moyen de la valeur ©"=()'-t- , qui détermine 

M”, l’équation T"T’=M''T’"'qui est la troisième des équations (i 5 ), 
donnera l’angle (u*'" qui détermine T"", savoir : 

(«'•■• = (o"-t-(o' — ©"=9(0 — 39 — 36 '— e"-hs — 6’, 
ou 

(o’'"=9(o- 46— 3e'- 6"'-»- 144'- 


En second lieu, la valeur ©''=71; — 6’= 162* — 6 

M**T 

M", fera connaître oi" par l’équation ' 1 ’”=-!^;;; = 


qui détermine 
M-TT' 

— — , prise 
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dans 1.T série (i5), et d’où résulte 

w" = ù. + u)’ + e’‘=7w— as — a6'— 0"— 0"' + a 1 8% 

on en négligeaMt a^r, 

tü” = 7 u — 36— ao'— 9"'— ia6*. 

fies valeurs de *>" et w'“* s’accordent avec celles de l’art. 6o5, en 
les choisissant de cette manière, 



Au reste dans ces comparaisons une dilTérence de aie ou d'un mul- 
tiple de aw est regardée comme nulle, parce qu’elle ne change 
rien à la position du point qu’elles déterminent sur la circonférence. 

((hm)) Pour rassembler sous un même point de vue tous les résul- 
tats des caleuls précédents, nous avons formé le tableau suivant : 

O. = = _ 4g-a' 46" . 66 1 35 3o3 1 

U = a « -H «' = 7° a8' 5" . 1 3^o3 oa38 

u" =3w + a" = 107 18 18 .654060177 
=4<»-t-«'" = ?3 49 -44944 344IÎ 

ù»" =5u-<-«” =— 70 4o .345x4 a636 (A) 

Cl»' =6u-i-a' = — i 47 49 44 .a35i4 3346 
u" =7(ü-Ha" = — 176 5l 57 .1x0796477 
ca- =8u-<-«'"= 5 38 54 .684586793 

«"“ = 9«i> + «""= i 59 a9 8 .ao46x 673X 
«' =— 9 = io5‘33'38".4567363 

«" = — 9 — 9' -H 71c = a54 a6 38 .638xx9a7 

a" =— a6 — 9' = 370 O X7 .09485557 

«" =~;® — 5®'— ^9 "'+j 6 ”— 174 33 4o .96x63353 
» = — 39 — a9'-t-^ = i46 36 55 .78397484 

«" = — 39 — a9' — O'" — ^ = — ^193 3a 3o .48x3a 5a6 

*’"= — 49 — a9' — 9"' = 38 X 7 .9754x104 

— 49 — 39' — 9'” — = — 119 5 5i .843ao5<)9 
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Si l’on substitue maintenant les valeurs trouvées pour u , u', u" ... u”", 
clans la formule 

« = 1 (cos. U -t- COS. Ü> + cos. U . . . +COS.u’"'), 

' 20 20 ' ' 

on trouvera, en faisant le calcul par les tables à sept décimales 
seulement 

p = a cos. 7<)* I ' ay" . 8 . 

Cette valeur est à très-peu près celle de acos..?^; ainsi on connait 

la racine que rejirésente exactement la formule calculée d’après la 
première valeur de o». 

(6io) Pour avoir les antres racines il faut à la place de u substi- 

. . aie 4’' 6it . ,, 38r 

tuer successivement w-t — .w-t ,w-t .... jnsqu a w -t ; 

ao ' ao ao ■* * ao ’ 

et il faut observer i” qu’à chaque substitution le terme n~ cjui re- 
présente T“ doit changer de signe, parce que la série des racines 
P qui peut être représentée par 

acos.X, 2cos.Xg', aeos.Xg-’, 2cos.xg^, etc., 

g étant la racine primitive de n, donne en général pour T" la 
valeur 

2 cos. X — 2 cos. Xg" -t- 2 cos. \g‘ — 2 cos. Xg^ , etc. , 

laquelle change de signe lorsque le premier terme 2Cos.x est rem- 
placé par le suivant 2C0S.X^/ 2° qu’en augmentante du multiple 

jx ou on doit augmenter en même temps u> de a/ig, e" de 

3 /ig, o'" de et ainsi de suite, comme on le voit par les équa- 
tions (A) que nous venons de rapporter. 

Cela posé si l’on fait le calcul en augmentant u de i8° , c’est-à-dire 
en donnant à u la nouvelle valeur 

» = — 3 i' 2 ' 46 ". 66 , 

/ 

et augmentant dans la proportion indiquée les autres angles 
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la formule dans laquelle on diangera le signe de «■, 
donnera pour résultat aeos. Or je remarque que dans la stTie 
des racines déterminées par la racine primitive g-=i3, la racine 
aeos. précède la racine acos. D’où il suit que les substitu- 
tions successives de w -l- a j*, u -j- 3jx, etc. à la place tie w, 
donneront tontes les racines de l’équation proposée dans l’ordre 
inverse de celui qu’indique la racine primitive i3; en vertu de 

cette valeur àe g, on aurait, à partir de la racine /^=;acos.^ , 
la série des racines etc. dans l’ordre suivant: 


P =acos.^,;j = 


a cos. 


3aT 


26 ir 

47’^ 

61c 


10 IC t„ 34 ’C 

:aCOS.-7— ,/> =aC0S.-7— , 
4i 4i ’ 

3 or 

cacos. 


4x 


/?•' =acos.-^,/»' =acos.^,y>" =acos. ^ 2 coo.-^, 
/;"''=aüo.s.^,/j" =acos.^,/»’ =2cos.^ ,p" = acos.^, 
/>■" = a cos. ^ = a cos. = a cos.^ , p" = a cos. 

p-=acos.^,p— --- >4^ - * 62 c ... 381C 


= a cos. 


_ , p'”"= a cos.-^ , acos. ■ 


4" 

i 8 t: 


La formule donnera donc, à partir du premier terme acos.^ 

qu on peut toujours désigner par p , les termes de la même série 
pris dans un ordre inverse, de sorte qu'on aura successivement 

2 t:os. ^ 1 Feos.*» - 4 - cos. (a U -t- «’) -t- cos. (3<o-t- «") 

41 ao ao ao ^ \ • \ / 

-t-cos. (4o-t-a"). . . -t- COS.( 9 u-|-a"")] 

3 COS. -7— — 1 feOS. (o) -I- U.) -t- COS. ( 2 (ü-t- 2 it-+-a) 

41 ao ao ao ^ ' * ' ' ^ ^ 

-f-COS. (3»-l-3jx-4“a’). . . -I-COS. ( 9 a””)J 

2 COS.-j- = -t 1 fcOS.Coi -t- 2 |ji)-f- COS.(2«-t-4|i-t-a) 

-4- COS. (3w-t"5(i-|-a ).. . “t-COS. (q w-4- 18 

etc. 

II. 4i 
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En général on pourra exprimer une racine quelconque acos.^^ 
par la formule 


a cos. 


4‘ 


1 ii'coi.m'K 

30 30 


3tt‘ 


. [coS.ft4-COS.(2lî + a')-HCOS.(3li + «") + COS.(4U+a"') 

4- COS. (5n 4- o"') 4- COS. (fin 4- a’) 4- COS. (7 H 4- *") 
4- cos. (8 n 4- a’") 4- cos. (qn 4- a"")] , 

en faisant n = «d4-nin,m4- i étant le rang qu’occupe a* dans la 
suite 18 , i 4 , 20 , etc., comme on le voit ici : 

ai = 18 , i 4 , 2 o, 3o,4;6,3a, 34 , lo.afi; a ,38, ifi,a4,36;a8,4o, aa, 8 , 12 
w= O , I , 2 , 3,4;5, fi, 7 , 8, 9 ;io, ii,ia, i3, i4;r5, ifi, 17 , 18,19 

I 

Par cxcmj)lc pour que la formule exprime la valeur de acos. — , 

il faudra faire /?i= 10 et n = w 4- iO|j. = (ü 4 - it, ce qui donnera le 
rwiiltat suivant : 


4 > ' 


I n* 

■ — H 

ao ao 


4 - ^ [ — cos. U 4- cos. (a CO 4- a') cos. (.3io 4- se") 

4“ cos. (4 w 4“ a ’ ) — . . . — cos. ( 9*0 4“ **"’)]. 

Os divers exemple dont les calculs ont été développés avec toute 
réleiidiie ncces.saire, prouvent qu'il est toujours possible de trouver 
une formule générale qui contienne et donne à volonté toutes les 
racines de l’éipiation en p, d’où l’on |)cut déduire toutes celles de 
l’cquation X = o, n étant un nombre premier quelconque. 

Exemple IV. «= 17 , / = 8 . 

(fil 1 ) Quoique la résolution de cet exemple ait été déjà donnée 
(art. 535), cependant il ne sera pas inutile de faire voir comment 
notre nouvelle niétliode conduit à une formule générale qui com- 
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prend sous la forme la plus simple toutes les racines de ré({uation 
à résoudre. Cette équation est ; 

o=p* +P’ — 7 /?* — i 5/3* -f- \op ' — \op' — t\p t- 1 , 

et nous supposerons à l’ordinaire que ses racines sont p ,p\p " . . 

Si on prend la valeur g'=3 jx>ur racine primitive de 17 , ces ra- 
cines désigneront les huit périodes à deux termes ( 2 : 1 ), 

(2 : gf*) ... (2 : g'’) , et en conséquence elles devront être rangées dans 
l’ordre suivant : 


P —r' + r-' 
P r~' 

p''=zr* + r-> 

’» .7 . ! 


//' =r'+r~* 

p" = r* + /■”’ 
p"'=rf‘ + /•-« 


On peut aussi, pour les applications que nous avons à faire, ranger 
ces mêmes racines dans l’ordre des exposants de r, comme il suit: 


(0 


/>' = r’ -4- r-’ 
p"=r*+ r~* 


p’ =r^ + r-' 
p = r’ -4- r ’ 


(G 12 ) Nous supposerons à l’ordinaire 

’ï=^p -h/R -h/'R’ -4- y"R*. . . -4- //"R’, 

R étant une racine imaginaire de l’équation R‘ — i = 0 , racine qui 
doit être choisie de manière que par ses puissances successives elle 
donne toutes les racines de la mêmeéquation.Telle est par exemple, 

la racine R = cos. pt - 4 - 1/ — isin.g, en faisant jji=^=45*. 

Nous désignerons également par T, T', T"', T", T’, T' , ce que 
devient la fonction T, lorsqu’on met successivement R’, R’, R*, II*, 
R‘, R* à la place de R. 

Cela posé nous avons vu en général que dans l’équation T’= AT', 
A doit être une fonction de R indépendante des racines p, et qu’ainsi 
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A e.st égale au coefficient de p dans la valeur du carré T‘, déve- 
loj)|)éc et réduite à la forme liiuiaire hp + üp'-\- C/?"-t-etc. 

Dans ce développenienl nous devons d’abord eonsidérer la partie 

// + //• B’ + //*R' + p'"'\V+ //'■R’4-yO'*R"’+ /;*'*R'*-+-/! i'"-R’‘, 
où il faut sulistitiier les valeurs^— 

//”■ = 2 + /?', etc. Et parce que le terme constant 2 qui se trouve dans 
cliaciine de ces valeurs, est l'équivalent de — 2/?— 2 p — 2/>"— etc., 
il est visible <pie les termes de .A, dus à cette première partie du 
(léveloppenient de T’, sont : 


— 2(1 + R• + R^. . + R'‘)-|-R*. 


La seconde partie ilu dévelojipcment de T’ est composée d'une suite 
de termes de la (orme ^p^ p mais parmi ces termes nous 

ne devons considérer que ceux dans lestjuels le produit con- 
tient p , et nous voyons par le tableau (1) <(u’il n'y a que sept de 
ces produits (pii remplissent cette condition, savoir: 


pp'\ p"p\ PP", p"p\ p'p"', p"'p\ p‘"p" 


(iluupic produit p^ p^ donnera dans A le coefficient 2R*^"'’'’; et la 
.somme de ces coeflieients donnera dans la valeur de ,A la partie 

2 R‘ •+- 2 II’ 4 2 II* 2 R’ - 4 - 2 R"-4- 2 R" 4- 2 R‘. 

Réunissant doue ces deux parties on aura la valeur totale de A , 
savoir : 

j — 2(I-^-K’-^-R*-t-R‘-^ R*-f-R"’-4-R”-4-R'^)-4-R* 

“I -1-4R‘ 4-2R‘ -4-211’+ 2R^-4-2R'*-4-2R". 


3 ) On .sait par la théorie pré-eédente qu’il ne suffit pas de con- 
naître la quantité A, mais qu’il faut aussi connaître les quantités .A', 
A", A'" . . . A", déduites de A en mettant R', R’ , RL . . R’ à la place de 
R, ce qui est la même loi suivant laipielle les fonctions T', T", 
T". . .T" se déduisent de T. Il faut donc regarder la formule (2) 
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coninie représentant sept quantités difTérentes A, A', A". . .A", qui 
résulteront des substitutions indiquées; or à l’égard de toutes ees 
(juantités, excepté seulement A'", on peut supposer la partie. . . 

— 2(1 +R*+R^+ . . .R'^) égale à zéro, parce que cette partie mul- 
tipliée par I — R’ (qui n’est zéro que quand au lieu de R on met H ', 
afin d’avoir A'") donne pour produit — q(i — R"^)=o. Ainsi la 
valeur de A se réduira dans tous les cas dont il s’agit (excepté celui 
de A"') à la forme plus simple 

A = R^-t- 4 R’+ sR'-i- 2R’ 2R’ t- 2 R'*-»- a R'*. 

Celle-ci étant réduite de nouveau au moyen de l’équation H* = 1 , 
de laquelle on peut exclure la racine R = i , et qui devient ainsi 
0= I -t-R-t-R’-t- R’-t R‘-t-R‘-t-R‘-t-R’, on aura 

( 3 ) A = — 2-aR’-t-R‘-t-2R\ 

Cette formule très-simple va nous donner successivement les valeurs 
de A , A', A", A”, A’ et A" ; quant à celle de A'", elle doit être dé- 
(luitc immédiatement de la formule (2) en mettant R*, c’est-à-dire 

— I à la place de R; car l’équation 0= i — R* = (i — R*) (1-4- R<) 
ne (M'iit sidisister qu’en supposant R‘ = — i , puisqu’on ne peut pas 
avoir R*=i. Substituant donc — i à la place de R dans l’équa- 
tion (2), on aura 



ee (jui s’accorde avec la théorie que nous avons développée dans 
d’autres exemples. 

( 6 i 4 ) Maintenant si dans la formule ( 3 ) on substitue les valeurs 

A —/I ’ (cos. 64-1/ — I sin.6), R — cos.^+l/^ — i sin.|x.,on aura pour 
déicrminer 8 les deux équations: 

n ' cos. 8 = — 2 — 2 eus. 3 li-t-cos. 4(Ji-t-2 cos. 5u 

n ■ sin.8 = — 2sui.3[x sni. 4 îa -t- 2sin. 5 a. 

Puis faisant |A=^ = 45 ’,on aura 

O 
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I I 

«’cos.6= — 3, «“siii.e = — 2 V/a, 

(l'nù i-ésulte la valeur approchée 6 = — i3G“ 4i' >o". 12 . 

Pour avoir la valeur de 6' qui donne celle de A', il suffira de mettre 
2 |i à la place de [i dans les équations (4), ce qui revient à mettre 
R’ au lieu de R dans l’équation (3); on aura ainsi 

«^COS.6'= — 2 — 2C0S.6(A+ cos. 8|A + 2COS. 10(1 = — I 

f 

n~ sin. 6' = — 2 sin.()(i + sin.8(i + 2 sin. iO(i = 4 , 

ce qui donne i'= io 4 " 2 ' 10 ". 48- 

Pour avoir 6" on mettra semblablement 3(i à la place de |i dans 
les équations (4) t ce qui donnera 

n* cos.e"= — 2 — 2 cos. 9 ( 1 + cos. 12 ( 1 -+- 2 cos. i5(i= — 3 

t 

sin.6"= — 2 sin. 9 (i+sin. i 2 (i+ 2 sin. i5(i = — 2 I/ 2 ; 

donc 6"=6 = — i3G*4i' 10 ". 12 . 

Comme on a déjà déterminé 6'", qui est le cas d’exception, il est 
inutile d'aller plus loin, parce qu’on sait a priori qu’on doit avoir 
A"A” = «, A'A’ = n, AA''=n, et qu’ainsi on doit trouver... 
9" = — 6" = — 6,6' = — 6', 6" = — 9. C’est aussi ce qu'on déduirait 
aisément des équations (4). Car pour avoir 9" par exemple, il faut 
mettre 5(i à la place de |i dans les équation (4), ce qui donnera 

I 

/l *‘C0S.6” = 2 2 cos. l5|i + COS. 20(1 + 2 cos. 25(1= 3 

f 

n*sin.6"= — asin. i5(i+sin.20(i+2sin. 25(i = 2 l/a; 

donc 6" = — 6". 

De même si on met 6 (i à la place de (i , on aura 

n ■ cos. 9' = 2 2COS. l8(i + C0S. 24[l + 2COS. 30(t = — I 

I 

n* sin.6’= — asin. i 8 (i +sin. 24 (i + 2 sin. 3o(i = — 4i 

donc 9’= — 6'. 

On trouverait enfin 9"= — 9; ce qui est une nouvelle vérifica- 
tion des propriétés connues des quantités A. 
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(Gi 3 ) Venons maintenant à la détermination des fonctions T; 
nous aurons pour cet effet la série d’équations 

T-=Ar, T'’=A'T", r''=A"T”, r'"=A"T'”, 
T"*=A"T', T'»=A'r ", T"*=A'r, 


à laquelle on peut joindre les deux séries 


( 6 ) 


/I =z T T*‘ = T’ = T” = 
/i=:AA”=A'A’=A"A"= — A' 


1 

On trouve d’abord par les équations ( 5 ) T^=«”A’ A', d’où il suit 
(pi’en supposant à l’ordinaire T = n*(cos.<i+l/ — i sin.u),on aura 

= — 42' 20' a". 44 - 

4 

T* . 

Connaissant u et par conséquent T, on aura T' = -^, ce qui donne 

u'= 2 u — 6=5a'’ i' 5".a4; 

• et ensuite l’équation T"'=-j^ donne 

<ù " = 2 — i ' = 4 w — 2 6 — ô’ =0. 

I 

Cette valeur apprend que T"'=rt* ; l’équation T'"’= A"'T’'', dans 
laquelle A'"= — n, et T"'= — i, donnerait T'"’ = rt, et par con- 
séxpiciit T"'= ± \yn: l’incertitude des signes est fixée par la valeur 
nulle de u>"' qui donne T"'= + \/ n. 

Nous connaissons T et 'F, ainsi que leurs inverses T" et T’, il 
ne reste plus à déterminer que la fonction T" qui fera connaître 

son inverse T”. Pour cela nous avons réfjuation T''* = A"T' = ^^ 

qui donne 2«" = 0 " — w' ou 6 " — u-t- 21:. Donc la valeur de o>'' ne 
peut être tjue l’une des deux 

Il Il 9 — . 

cü — , U =r rie, 

a ’ a ’ 
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ou en valeurs numériques 

0." = — 94" 21' 7". 68 
„"= + 85"38'52",32. 

(6 iG) Pour décider a priori laquelle de ces deux valeurs doit être 
prise pour correspondre à la valeur de u, il faut avoir recours à 
l'équation TT'=MT", dans laquelle M doit être une fonction de R 
seule ; et l’on voit que M sera le coefficient de p dans le produit T T 
développé et réduit à la forme linéaire. Or on trouve par la méthode 
dont nous avons déjà donné plusieurs exemples, 

M = 2 + 3R + R’+R^+3R‘+4R‘+R’, 

valeur qui , au moyen de l'équation R^ = — i , se réduit à la forme 
très-simple 

M=i— 4R’. 

t 

Faisant doncM=n”(cos.0-f-l/ — i sin.0)etR=cos.jA-»-l/— isin.pi, 
on aura pour déterminer 0 les deux équations 

I » , 

n~cos.0= I — 4cos.2(i= I , ri' sin.0= — 4****'2(t = — 4; 

I t 

mais on a trouvé ci-dessus n^cos.6' = — t et /i*sin.8' = 4; donc 
0 = 9' — ît. 

Cela posé, de l’équation TT= MT" on tirera 

(|> = («> + Cü — 0 W + W *4“ 1T, 

ou 

w"= So — 6 — 6’-f- K= + it. 

a 

Ainsi on voit que c’est la seconde des deux valeurs trouvées ci-dessus 
qui doit avoir lieu, savoir : 

«"=3o-9-9'-+-ir=85"38'52".3a. 

Maintenant si on fait une somme des trois quantités T, T', T" et 
de leurs inverses T", T’, T”; si ensuite à cette somme on ajoute 
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T'’=rt~ et T"’ = — I , on aura la formule 

p — — g — ^ "8“ ** 

Calculant cette formule d’après les valeurs trouvées pourw.to' et 

fci", ou trouve 7^0 = cos. = O. g3a47 aa3 : ce cosinus diffère à 

peine de la vraie valeur de cos.^ laquelle est o.9-3a47 217; d’où 

l’on voit que la formule calculée d’après des valeurs rigoureuses de 

6 et (l' donnerait la valeur exacte de acos.— • 

'7 

(617) Si l’on met dans la formule w + (xou w +45“ à la place de 
U, il faudra augmenter <J de go* et u" de i35“, ce qui donnera 

«fl = 2' 3g' Sy" . 50 ' 

i 5 .24 
«"=320 38 5a .3a 

K 

d’où résulte a/t» (cos. u +cos.«fl'+cos.«fl") = — 4<5i9o484 
Il faudra pour cette seconde valeur de a pren- 

I 

dre avec le signe — , et retrancher par con- 

séquent de la quantité précédente 

I + n^=5. laSio o55 — 5.ia3io55 

ce qui donnera pour la seconde valeur de \p. . . . — 0.60263462. 
Or ce cosinus est celui de à très-peu près. Donc en augmentant 
« de |A la racine p , qui était 2006. ^ , est suivie de la racine acos.^^- 
Mais les racines p, p\p" . . .p"' rangées suivant l’ordre déterminé 
|)ar la racine primitive ^=3, et mises sous la forme 2 co».^~ 


2 # 6 Tt // 16 ^ Ht XÀIt 

n = acos . — ,p = 2 cos. — , p =acos. — , p =acos.-^ , 
' ly ‘ *7 ^ >7 ' • *7 ’ 

8it lox 4’' ... 

p = acos. ~,p’=3 cos.—, />"= 2 cos. ^ , /7’"=: a cos . —• 
II 4 » 
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Ainsi on voit que pour passer d’un terme de cette série au ternie 
précédent, il faut augmenter simultanément i» de |4 , u' de u" de 

3 (i, et changer le signe de n*. On obtiendra ainsi toutes les racines 
de l'équation proposée, dans un ordre inverse de celui qui est indiqué 
jiar la racine primitive g— 3 . On obtiendrait l’ordre direct , en di- 
minuant progressivement u de ji, u' de 2[i et u" de 3 |i. 

(Gi8) Cela posé nous aurons la formule générale 

aiit — 


-t-^[cos.(w — /nji)-t-cos. ( 2 u — airaji — 6) j 

-»-cos.(3u — 3w(ji — 6 — ( 


dans laipielle m + i est le rang qu’occupe ai dans la suite 


2, 6, i6, i 4 , 8, lo, 13 - 

On peut dire aussi que m se déduira du nombre donné i par la con- 
dition que 3 “±t soit divisible par 17. 

lies données qui entrent dans notre formule générale se réduisent 
aux seuls angles 0 et O' déterminés par les équations 


cos. 9 = 
cos. 6' 


— — , sin.6 


1/17’ 

I 

îTT^’ 


sm.B = 


— a l/i 

' 1/17 ’ 
4 

1^17 


Car par ces angles qu’on peut construire géométriquement , on con- 
struira semblablement la troisième donnée m = on pourra 

donc au moyen de notre formule construire géométriquement les 
diverses valeurs de cos.^^, ce qui confirme tout ce quon a dit 
et ré|)été sur la division de la circonférence en 1 7 parties égales. 
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DliMONS'l'RATION DE DIVERS THÉORÈMES D’ANALYSE 
INDÉTERMINÉE. 


§ I où l’on se propose de décomposer un nombre donné en quatre 
carrés , de manière que la somme de leurs racines , prises posi- 
tivement , soit égale à un nombre donné. 


(fiiq) II. s’agit en général de satisfaire aux deux équations 

, . « = j* + ï*-+- M‘ -f- v’, 

(0 1 

^ b = s -\-t + u+ v. 

dans lesquelles a eXb sont des nombres donnés, et où l’on suppose 
les quatre racines s,t,u,v positives. 

J’observe d'abord que + jt étant toujours un nombre pair , il 

faut que a-x-b soit aussi un nombre pair; ainsi les nombres donnés 
a et b devront être delà même espèce, c’est-à-dire tous deux pairs, 
ou tous deux impairs. 

En second lieu, si les quatre nombres s , t, u, v étaient égaux, 
on aurait a = 4<^‘> d’où et si , de ces quatre nom- 

bres, trois étaient nuis, on aurait a=s\ b=s, ce qui donnerait 
b = \/a; donc en général b doit toujours être compris entre les 
limites l/n et l/^. 

Ces conditions ne sont pas les seules (jiii doivent avoir lieu pour 
que le problème soit possible; mais avant de le considérer dans 
toute sa généralité, nous examinerons d’abord le cas où l’un des 
nombres s, t,u , v serait zéro. 

4a- 
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(6ao) Nous aurons, dans ce cas, à résoudre les deux équations 


( 2 ) 


a ii’+ , 

b = t + U + V, 


et voici les conditions de leur possibilité. 

1° H faut que a ne soit pas de la forme 4 *(H« -f 7); car on sait 
qu’aucun nombre de cette forme n’est la somme de trois carrés. 

a° Le nombre b doit toujours être de même espèce que a/ mais 
il faudra de plus, dans ce cas, que b soit compris entre les limites 
1/ a et l/ 3 rt. En effet, si les trois nombres t,u, v étiicnt égaux , 
on aurait a= 3 /’, b = 3 t , ce qui donnerait i = l/ 3 a; c’est la plus 
grande valeur de b; la plus j>etite est, comme dans le cas général. 

Cela posé, des trois nombres t , u,v, l’un au moins sera de même 
es|>èce que a. Soit t ee nombre, les deux autres u et v devront être 
tous deux |iairs ou tous deux impiiirs. Faisant doue « 4- v=2/;, 
U — v-O-q, ce qui donne ti=p-\-q ,v=p — q, t — b — 2/>, il 
restera à satisfaire à l'équation a— (h — ip + '/Y-^ip — ?)’> 
ou à la suivante : 


De là on voit que la troisième condition nécessaire pour la possi- 
bilité de la solution, est que le nombre - -- se réduise à la forme 
x’ 4- 3 j" , ce qui aura lieu si — n’a que des facteurs simples fie 

la forme 1 , auxquels |)eiiveiit se joindre le facteur 3 , si h est 
divisible par 3 , et le facteur 4 i si a est de la forme 8/< + 3 , ou si 
est divisible ]>ar 4* , aurpiel cas b doit être divisible par 2*. 


Avant donc fait 


. 3 «— *• 


+ on en tirera q—g, p- 


et si les trois valeurs t = b — 2/7, u~p + q , v=p — q, stmt toutes 
|K>sitives, on aura la .Sfilution des équations (2). 


(<>2 1 ) Exemple /. Soit a = 678 ,b — ^, les deux premières con- 
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ditions seront satisfaite»; on aura ensuite — b') — 2 1 7= 7 . 3 1 , 

et piiistpie les facteurs 7 et 3 i sont de la forme 6/n- i, la troi- 
sième condition est encore remplie. 

Il reste à mettre 7 . 3 1 sous la forme -t- 3 , ce qu’on peut faiiv 

de deux manières, soit par les valeurs _/’= 5 ,g’ = 8, soit par les 
valeurs f— i 3 , g'= 4 > et parce que, dans les deux cas, on trouve 
des valeurs positives pour les indéterminées t,u,v , il en résulte 
les deux solutions suivantes : 


/ 878= 10’ -t- 23 ’ + 7’ j (>78=22’+ 1 3 ’ 4- 5 ’ 

I 4 o='o+ 23+7 ( 40 = 22 + i 3 + 5 

(G22) Exemple II. Soit a = 8 oo 3 , 4 = 12» , les deux premières 
conditions sont remplies; la troisième l’est également, puisqu’on a 
v( 3 tt — i>’)= 4684 = 4 - ' '7* , et que 1171 est un nombre premier de 
laformebn + 1. Ce nombre peut se mettre sous la for me 32’ + 3 . 7*, 
et son produit par 4 ou i’+ 3 . i’, prend les deux formes ô 3 ' +3.2f>’, 
et I i’ + 3.39*; mais ces deux formes ne conduisent qu’.à une seule 
solution , laquelle est 

8 oo 3 = 83 ’ + 33 ’ + 5 ’ 

I2I =83 + 33 + 5 . 


((> 23 ) Au moyen des formules précédentes on pourra, dans beau- 
cou|> de cas, non-seulement décomjioser en trois carrés un nombre 
donné cpii n’est pas de la forme 4*(8/t+7), mais de plus, faire en 
sorte que la somme des racines de ces carrés soit égale à un nombre 
donné. 

Si on veut décomposer un nombre donné N en trois triangulaires 
dont les côtés pris ensemble fassent une somme donnée c, il faudra 
satisfaire aux deux équations 


x’ . y+jr z'-hz 

1 h . 

3 3 


N = 


C = X + >' + Z. 

Or il est visible que ce problème est renfermé dans celui que nous 
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Tenons de résoudre. Il faudra faire a = 8 N -H 3, 6 = ac+ 3, et 
après avoir trouvé les valeurs de f, «, v, on en déduira celles de 

t I U I V I 

v,x,z, savoir, x=-^, 7 =—^, z = —^- 

Par exemple, soit N= looo et c = 59 , on aura n = 8oo3 et 
^ = lai , ce qui donnera, d’après l’exemple II, la solution x = 4' > 
7 = i 6 , z = 2 . On a en effet. 


41.43 1O.17 a . 3 

1000 = 2 — ^ 4 ^ , 


59 = 41 + «6 + a. 

(6a4) Venons maintenant à la résolution générale des équations 
( 1 ) ; elles donnent d’abord ce résultat remarquable. 


4 n — 6 ’=(.» 4- 1 — U — d)’ + (j + U — t — r)* +(.'r 4 - v — t — u)' ; 


d'où l’on voit que — b' doit être décomposable en trois carrés, 
et qu’ainsi une troisième condition nécessaire pour la possibilité 
du problème, est que t\a — b' ne soit pas de la forme 4* ( 8 «4- 7 ). 

Si 4û — b' n’est pas de cette forme, il sera toujours possible de 
satisfaire , d’une ou de plusieurs manières, à l’équation 

4 a — b'=x' + z'; 

on regardera donc x,y, z comme connus, et en supposant que s, 
t, u,v soient rangés par ordre de grandeur, ainsi que a;, 7 , z, on 
aura, pour déterminer s, t, u, v, les quatre équations 

J 4- 1 4 - u + v = b , 

J4-t — u — Xi = X, 
s + u — t — v—y, 
s 4- V t M = ± Z. 


On a mis dans la troisième ±z, parce que, quoiqu'on ait par hypo- 
thèse j>f>a>'U, il n’arrivera cependant pas toujours que la 
somme s + v soit plus grande que 1 4 - «. 

Il faut maintenant que les valeurs de s ,t, u ,v, déduites des 
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équations préctklentes, soient positives, sans quoi le problème ne 
serait qu’inqiroprement résolu. Or cette condition peut toujours 
être remplie en limitant convenablement la valeur de b. Pour le 
faire voir, il faut examiner successivement le cas où a et ^ sont im- 
pairs, et celui où ils sont pairs. 

Premier cas , a et h impairs. 


(Ga5) Dans ce cas , 4 « — b' sera de la forme 8n+ 3 , et on pourra 
toujours satisfaire à l’équation 

(3) 4« — b' = x' -i-y + z', 

où a:’-t-y’ + z* désigne l’une des formes trinaires du nombre 4« — b‘. 
Ensuite on déduira des équations de l’article précédent les valeurs 
des indéterminées s,t, u,v, comme il suit : 


( 4 ) 




6~i-x 




V~. 


b±z 


Puisque les nombres b, x, y, z sont tous impairs, il faudra que 
l’un des nombres i -t- a; -i- -4- s, b + x+y — z soit de la forme 
4«, et l’autre de la forme 4« + a; donc, en prenant convenable- 
ment le signe dez, dans l’expression de.r, on aura un nombre entier 
|K)ur la valeur de j , ce qui donnera ensuite des nombres entiers 
pour les valeurs des trois autres indéterminées. On voit par là qu’il 
n’y a qu'un des deux signes de z qui puisse être employé, et qu’ainsi 
on n’a qu’une solution pour chaque forme trinaire de — b'. 


(GaG) Maintenant, puisque nous avons supposé z, il est 

clair que les valeurs de s, t,u,v seront toujours positives, si celle 
«le V l’est dans le cas le moins favorable, c’est-à-dire si l’on a 


A — 2 b — X — Y — ï 

— ^ -f>o, ou >0. 


Il suffit, pour cela, qu’on ait x+y + z<^b + ^',cavb — .r — y — z 
doit toujours être divisible par 4 , dans le cas dont il s’agit. Or, d’après 
l’équation 4 » — b'==x‘ +y + z’, on a x+y+z <|/3 (a — b‘), et 
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en faisant {b + 4)* = 3(4<^ — ^’)» tirera de cette équation 

b~\/' (3fl — 3) — I. 

Si donc b, qui doit toujours être plus petit que est supposé 

en même temps plus grand que la limite l/(3a— 3) — i , on sera 
assuré que les valeurs des indéterminées s, t, u,v, déduites des 
formules précédentes , seront toutes positive», et qu’ainsi le problème 
sera résolu. 

Un seul cas fait exception, c'est celui où l’on aurait à- la-fois 
’ x= Y=^ = \/{j—^—^ et b=\/(^a — 3) — i ; car alors il en ré- 
sulterait x-f- j-f- z = 4> et par conséquent v— — i. Mais il 

est facile de faire en sorte que ce cas particulier ne puisse avoir lieu , 
il suflit pour cela d'augmenter aussi peu qu’on voudra la limite in- 
férieure de b. Nous supposerons donc désormais que les limites 
de b sont 

6>i/(3a — a) — r, b<i\^!^a; 

et dans cette hypothèse les formules (4) donneront toujours des 
valeurs positives pour les quatre indéterminées s, tyU, v , même 
quand b serait égale à sa limite inférieure. 

(ôay) En admettant la limite 6 > l/(3« — a) — i , on a la certitude 
que la solution sera donnée toiqcwrs en nombres [Ktsitifs. Mais il 
ne s'ensuit pas qne si on prenait b plus petit que cette liihite (et 
cependant plus grand que \/'d),\e problème ne pourrait être résolu 
en nombres positifs. 11 arrivera, au contraire, assez souvent, sur- 
tout si a est un grand nombre , que des valeurs de b plus petites 
que la limite assignée donneront des solutions en nombres positifs; 
et ces solutions se trouveront également par les formules (4) , toutes 
les fois qu'elles pourront avoir lieu. C’est ce dont on verra un grand 
nombre d'exemples ci-après. 

Second cas , a et h pairs. 

(6a6) Les nombres a el b étant pairs, — b' sera divisible par 
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4 ; et puisque cette quantité est représentée par il faudra 

que les trois nombres z soient pairs. On simplifiera doue 

l’équation en mettant ax, o.y, az à la place de x,y,z, ce qui 
donnera 

(5) n — {\b)'z=zx'-{-f+z'. 

Cela posé, si a — n’est pas delà forme 4*(8« + 7 ), cette équa- 
tion sera satisfaite par tonte forme tri naire, propre ou impropre, du 
nombre a — {\b)‘. Connaissant donc les trois nombres x, y, z, ou 
aura pour déterminer s , t, u, v, les quatre équations 

s + t + Il -t-v=b , 

X -t- t — U — x=ax, 
s-k-u — t — v=ay, 
s+v — t « = ±2Z, 

d’où l’on tire les valeurs 


( 6 ) s = ^ t—\b — s + x, u=^b — s+y,v=';b- 


Ces valeurs seront des nombres entiers dans les deux cas que pré- 
sente le signe ambigu; ainsi il en résultera toujours deux solutions, 
excepté le cas de z = o, où les deux solutions se réduisent à une 
seule. 

(Oaq) Maintenant, pour que ces solutions soient admissibles, il 
faut que les quatre nombres s , t, u, v soient positifs, ce qui aura 
lieu si dans le cas le moins favorable, v est |>ositif, ou si l’on a 
'-b—x — y — 

; >o. 

Cette condition sera remplie comme dans le premier cas , en sup- 
posant è >1/(3 fl — a) — I. D’ailleurs on devra faire les mêmes ol>- 
servationsquedans l’art. 627 , relativement aux solutions qui peuvent 
avoir lieu dans certains cas où & serait inférieur à la limite assignée. 

(63o) Il y a diverses remarques à faire sur la solution du problème 
précédent, selon les diverses formes du nombre a. 

II. 43 
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i" Si n est de la forme /^n+ 2, le nombre a — jè* sera de l’une 
des formes + \ , + a , lesquelles sont toujours décomposables 

en trois carrés, d'après la théorie exposée dans la troisième partie. 
Donc dans ce cas, les équations proposées seront toujours l'éso- 
luhles. 

2” Si a est de la forme 8 « + 4 , on |K>urra satisfaire aux équations 
proposées de deux manières, les nombres s ,t , u , v étant tous pairs 
ou tous impairs: ces deux solutions seront données par les formu- 
les (6) ; mais il faut , dans ce cas , que n — j h' ne soit pas de la forme 
V(S/< -H 7 )- 

3 " Si a e.st de la forme 8(2 « + i), les nombres j, t , u, v devront 
être pairs, et en général si a est de la forme 2’*+‘(2«-t- 1), ces 
nombres devront être divisibles par a^;leur somme devra donc 
être aussi divisible par 2* et même par 2*+‘, parce que le quo- 
tient devra être pair. Soit donc a — 2^*d,b= = 

it = a* u, V— 2* v’ , la solution des écpiations proposées se réduira 
à celle des équations 

d = s'' + + 

b'z=s + t’ + u -t- v' ; 

elle sera donc toujours possible, puisqu’alors a' est de la forme 
i\n H- 2. .'Mais on remarquera que dans ce cas il ne suffît pas que b 
soit compris entre les Iimitesl/' 4 " et 1/(3 ff — 2) — i ,il faut encore 
que 6 soit divisible par 2*+'. Les autres valeurs àeb comprises entn- 
les limites assignées, ne pouvant satisfaire, on trouverait qu’elles 
rédui.sent a — •ji’ à la forme + 7)- 

On |K)urra descendre au-dessous de la limite V/( 3 n — 2) — 1, 
pour essayer s’il y a d’autres solutions; mais il faudra toujours que 
les valeurs de b soient divisibles par 2*+'. 

4 * Enfin si a est de la forme 2’^+'‘(2/t 1), n’étant pas zéro, 

il faudra que chacun des nombres s, t , u, v soit divisible par 2', 
et leur somme b par C'est pourquoi taisant a = 2’*«', b — 2*b', 
s= 2*s',t=u* t', u=.2* u, v = a* v', les évjuatioiis proposées se l’é- 
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diiiront aux suivantes , 

à = j'* + ?'■ -h U' + , 

V =s +«' + T»', 

dans lesquelles a' sera de la forme 8« -t- 4. et qui se rapjKu teront 
ainsi au second cas, comme le précédent se rapporte a\i premier. 

(63 1 ) La théorie exposée dans ce chapitre, est la base de la dé- 
monstration générale du théorème de Fermât, dont nous nous o.-- 
cujierous dans le chapitre suivant ; elle peut .'tre utile dans plusieurs 
autres recherches d’analyse indéterminée. 

Ou voit déjà que cette théorie donne une extension remarquable 
aux deux premiers cas du théorème sur les nombres [Mjlygones, pui.s- 
qu’elle offre les moyens non-seulement de décomposer un nombre 
donné en trois où en quatre carrés, mais de faire en sorte que la 
somme des racines de ces carrés soit égale à un nombre donné pris 
entre certaines limites. 
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§ II. Démonstration du Théorème de Fermât , sur les nombres 
polygones , et de <inrl(iues autres Théorèmes analogues. 


f63a) 0 \ a fait voir ci-dessus (art. i56) qu’un nombre jwlygone 
de l’ordre m -f- a, a |K>ur expression générale 

-(x’— 

.V désignant le côté de ce pidygone, ou le rang qu’il tient parmi les 
polygones du même ordre. Cette expression prouve que o et i sont 
deux termes communs aux polygones de tous les ordres. 

l/cs nombres triangulaires résultent de la supposition w = i , et 
les carrés de la supposition /w = a; dans ces deux premiers cas, il 
est indifférent de prendre x positif ou négatif, et on n’obtient qu’une 
seule et même suite, celle des nondires triangulaires ou celle des 
carrés. 

Mais m étant >a, l’expression générale des nombres polygones 
donne deux suites dilférentes |K>ur chaque ordre, selon qu’on sup- 
|H)sc* X positif ou négatif. Ces deux suites sont liées entre elles par 
une même loi , de sorte que l’une n’est que le prolongement de l’autre; 
mais clans l’apiilicalion au théort'iue de Fermât, on fait toujours 
abstraction de la suite fornuic avec, des valeurs négatives de x, et 
on ne considère que celle qui est formée avec les valeurs positives, 
eoiiime les présente le tableau du n' i56. 

(633) Cela |K).sé, il faut démontrer <pi’//// nombre queleonque est 
eom/msé d'autant de polygones de l’ordre in -t- 2 , qu’il y a d'unités 
lions in a. 

!,e nombre des polygones f|ui composent un nombre donné, 
pourrait cependant être moindre cjue /«-t- a; mais en regardante 


Digitized by Google 


SIXIÈME PARTIE. 34 1 

romnie un jK>lyp;one coiiiplétif, le nombre des polygones pourra 
toujours être censé w + a, conformément à l’énoncé de la propo- 
sition. 

Ce tlitHn-ème ayatit été démontré dans le Traité précédent, pour 
le cas des nombres triangulaires et pour celui des carrés, qui sont 
les deux premiers de la proposition générale, nous ne considérerons 
que les cas ultérieurs où l’oii a /« >■ a , savoir , m= 3 pour les nom- 
bres pentagones, m =4 pour les hexagones, et ainsi de suite. 

Or d'après ce qui a été démontré dans le § précédent, il ne reste 
|)lus à établir qu’un [>etit nombre de propositions subsidiaires pour 
parvenir ii «:elle qui fait l’objet de ce chapitre. 

((>.34) Théorème I. « a étant un nombre impair «pielconque, non 

0 compris dans les dix suivants i , 3, 5, 7 , 1 1 , i5, 19 , a3, Sj, 71 , 
« il existe toujours deux nombres impairs consécutifs c, c — a, tels 
« qu’en faisant successivement />=c et h = c — a, on j)ourra,dans 
« les deux cas, satisfaire aux équations 

, , « = i ’ -f- -t- «■ -t- l>’ , 

(0 / 

b = f + t + U + V 

« avec la condition que les racines j-, t, u, v soient toutes positives.» 

En effet , i”si la différence entre les limitesl/^etl/(3rt — a) — 1 , 
est égale à 4 ou [)lus grand que 4 , d y aura au moins quatre nom- 
bres entiers consécutifs compris <‘ntre ces limites. De ces quatre 
nombres, deux seront impairs et pourront être pris pour b; les 
équations proposées .seront donc résolubles, dans les deux cas, pâl- 
ies formules de l’art, (iaù. 

Or eu faisant 1/(4 «) — l/(3n — a)-(- i =4>oo trouve n =: lai ; 
donc le nombre i a i et tous les nombres impairs plus grands (jue 1 a 1 , 
jouissent de la proi>riélc mentionnée. 

a” Si ensuite on examine tous les nombres im|>airs au-dessous de 

1 ai , on trouvera que pour une partie de ces nombres, il existe deux 
valeurs de b compri.ses entre les limites l/ j « et 1/(3 a — aj — 1 , et 
que pour l’autre partie il n’existe qu'une seule valeur de b. 
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Dans le second cas, on devra essayer, d’après les formules de 
l'art. 6a5, si le nombre impair immédiatement inférieur, quoique 
plus petitque la limite V/{3« — 2) — i , ne peut jwsètre pris pour b, 
et conduire à une solution des équations (i), dans laquelle les ra- 
cines r, t, U, V soient prises positivement. 

Cet essai réussira pour la plupart des nombres dont il s'agît , et 
il ne restera que les dix valeurs mentionnées de a, savoir, i , 3, 5, 
7, II, i5, 19,28,37,71, pour lesquelles il n’y a qu’une valeur 
de b qui satisfasse. 

Voici un tableau qui contient le résultat de ces calculs. 


a 

b 

a 

b 

I 19. ..III 

ai, 19' 

29 . . . a 5 


109 

19,17* 

28 

9 

107... 91 

19,17 

21 

9,7 

89,87 

i7,i5* 

«9 

7 

85 ... 73 

17,15 

17 

7,5* 

71 

i 5 

i5 

' 7 

69,67 

i 5 ,i 3 * 

. :i 3 

7 , 5 * 

65 . . .57 

i£^i3 


5 

55 ... 49 ' 


9 

5 , 3 * 

47 ... J 

j3,ii 

7 

5 

difSgi 

II, 9 * 

5 

3 

.,37 

II 

3 

3 

36 ... 3 i 

, II. 9 

I 

1 


(<>35) Pour mieux faire concevoir la construction de ce tableau, 
nous allons donner des exemples de chacun des trois «as qu’il pré- 
sente. 

Premier cas. Si on faita=65 ,on trouve pour b les deux valeurs 
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1 5 et i 3 , comprises entre les limites V/â 6 ô et l/ïp — 1 . I-æs mêmes 
valeurs auraient également lieu pour les nombres (> 3 , 6 i ,69,57; 
aussi voit-on dans le tableau , que pour tous les nombres impairs de 
(16 à 57, les valeurs correspondantes de b sont i 5 et i 3 . 

Second cas. Si on fait a = 4 1 , on trouve qu’il n’y a que le nombre 
impair 1 1 qui soit compris entre les limites 1/Tü4 etV/ïïT — ■ i ; mais 
si on essaie la valeur suivante b — r^, quoiqu’inférieurc à la limite 
l/TiT — I, on trouve f>ar les formules du n' 6 a 5 , qu’elle satisfait aussi, 
|misqu’on a 4t=b‘-t-2*-*-i’et9 = 6-f-2H-i. On a donc mis dans 
la table les valeurs b=i\, b — c), correspondantes au nombre 
rt = 4> > mais on a distingué par une * la seconde valeur 9, pour 
avertir quelle est inférieure à la limite l/'( 3 n — 2) — 1. 

Troisième cas. Si on fait « = 7 1 , on ne trouve qu’un nombre im- 
pair i 5 , compris entre les limites qui conviennent à cette valeur de 
a , savoir , 1/284 et l/ 7 Tî — 1 . Si ensuite on essaie la valeur b—\'^, 
on trouve par les formules du n" 626, qu’elle n’est pas admissible, 
parce que l’une des indéterminées s, t, u, v serait négative. On n'a 
donc mis dans le tableau que la seule valeur b=i 5 , correspondante 
an nombre <7 = 71. 

(tl 36 ) THKoafeME II. K Soit a un nombre impair quelconque; soient 
« c, c — 2 , c — f\,. . . .d, les diverses valeurs successives de b avei* 
« lesquelles on peut résoudre eu nombres positifs les équations (1); 
« soit enfin r un terme quelconque de la suite o, i ,2, 3 . . .w — 2. 

« .Si on considère la fonction 

7 .='^{a — b)+b + r, 

« dans laquelle b et r sont des termes pris à volonté dans les suites 
« <pii leur sont propres, et qu’on appelle P ou P(«) la plus petite 
et valeur de cette fonction, ou Q(a) la pins grande; on aura 

P(«) 

Q(«) 


fn f V 

=^-(a — c)-^c, 

= ™(« — d) + d + m — 2 
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K Cela posé, je dis, rquetous les nombres entiers compris depuis 
« P(o) jnsqiia Q(«), seront représentés par la fonction Z; a° que 
et tous ces nombres pourront être déconqmsés chacun en m + u 
a polygones de l'ordre /« + a. » 

En effet, i" soit Z — P(a)+p, p étant un nombre pris à volonté 
depuis I jusqu’à Q(fl) — P(o)i on aura pour déterminer h et r, 
l’équation 

/>=(/» — a) + 

or puisque p et ni — a sont deux nombres donnés, on voit que r est 
le reste de la division de p par w» — a, et que si on ap|)elle q le quo- 
tient de cette division, on aursi ~ q , ou ^> = c — a y. 

Il suit de là que pour chaque valeur donnée de p, on n'a qu’une 
solution, excepté lorsque le reste rest zéro; car alors on peut faire 
indifféremment r=o ou r=m — a, et il y aura deux solutions. 
Cej)endant s’il s’agit du dernier des nombres P(a)-t-p, qui est Q{«), 
il faudra prendre r—m — a, et il n’y aura qu’une solution, parce 
(ju’en faisant r = o, on aurait b — d — a , nombre qui n’est pas com- 

j>ris dans la suite c,c — 4i d. 

i‘ P (fl) -H p ou P -I- p étant un nombre quelconque pris dans la 
suite P, P-t- I , P-t-a Q, puisqu’on peut toujours supposer 

P-»-y 9 = ™(a — b)+b+r, si on substitue dans cette expression 
les valeurs de a et i données par les équations (i), on aura 

P + p= ”(j’ — s 1' — t + u' — U + v ’ — v)-\- r 
-\-s + t+u + v. 

Doue si on désigne en général par pol.a;, le jxdygone de l’ordre 
m + a dont le côté est x, on aura 

P + /;=pol.f -t- pol. t -t- |)ol.M -t- pol.t’-f- /*|)ol. 1 ; 

c’est-à-dire que le nombre P + p sera composé de quatre polygones 
dont les côtés sont s,t,u,v, et de r jiolygones égaux à l'unité; 
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donc comme r est <"* — 2 ou tout au pins =m. — a, il s’ensuit 
cjue le nombre P +/? sera composé de m + a polygones de l’ordre 
in + a, dont m — a sont égaux indifTéremment à zéro ou à riinité. 

((Î 37 ) Théorème III. « I^orsque rt=iai , la j)lus grande valeur 

« de é est a I , et alors on a P (n) = ^ (a — i) 4 - /.< = 5om + ai , noni- 

« bre qui, suivant la proposition précédente, est lasommedequalre 
« polygones de l’ordre m + a. 

• Cela posé, je dis que tout nombre entier |>Iusgrandque5am + ai, 
« est la somme de rn 4- 2 polygones de l’ordre 7 » 4 - a, dont tn — a 
« seront égaux à zéro ou à l’unité. » 

En effet, soit a un nombre impair quelconque plus grand que lai, 
il existera toujours, suivant le théorème I, deux nombres impairs 
consécutifs c , c — a, compris entre les limites 1/^ etl/(3a — 2 )— 1 , 
et il suit du théorème précédent que si l’on fait 

P(«) = 7(« — + 

Q(a) = ™(« — c 4- a) 4-c — 2 4 - 77j — 2 , 

tous les no7iibres entiers compris depuis P (a) jusqu'à Q(a) inclu- 
sivement, seront la somme de tti 4 - a polygones de l’ordre m 4- 2 . 

Considérons maintenant le nombre P(rt-i- 2 ), et soit c le plus 
grand nombre inq>air compris dans l/^(4a4'8), comme c est le plus 
grand nombre impair compris dansl^~â; il faut distinguer dcnix 
cas, selon qu’on a c—c, ou c'—c-i-a; car il est évident qu’on ne 
f>eut faire aucune autre supposition sur la valeur de c'. 

(638) Si l’on a c'= c , il suffira de mettre <7 4 - 2 au lieu de n , dans 
l’expression de P(7i), et on aura 

P(n + 2 )=^(n 4-2 — c) 4 - c; 

comparant ce*tte valeur avec celle de Q(ff), on en tire 
P (a 4- 2 )=Q(a) — 77» 4-4- 


II. 


44 



346 THÉORIE DES NOMBRES. 

Or la moindre valeur de m étant 3 , on voit que le nombre P fa + 2) 
ne surpasse Q(fl) qne dans le seul cas de m = 3 , où l’on a P(a + 2) 
I. Dans tout autre cas, P (a + 2) est compris dans la suite 
P(a),P(a)+ i,P(a)+2, Q(a). 

.Mais on a vu que tous les nombres de cette suite sont composés 
de Ml + 2 polygones de l’ordre m? + 2, et dans le cas où le terme 
P(« + 2) sortirait de cette suite, pour y ajouter le terme suivant 
Q(a) 4- I , ce terme serait composé de quatre polygones seulement; 
donc tous les nombres entiers compris depuis P (n) jusqu’à P(a+ 2) 
inclusivement, sont composés de mi 4 - 2 polygones de l’ordre m 4-2. 

( 63 g) En second lieu, soit c' = c 4 - 2, on aura 
P(a 4- 2)=— (a — c) 4 - c 4 - 2, 

et par conséquent P(« 4- 2 )=P(«) 4-2 = Q(m) — 2 (mi — 3 ). De là 
on voit que P (a 4 - 2) est toujours plus petit que Q(a) , excepté dans 
le seul cas de Ml = 3 , où l’on a P (« 4- 2) = Q («) ; donc tous les nom- 
bres entiers compris depuis P (a) jusqu’à P(o 4 - 2) inclusivement, 
sont décomposables en m 4 - 2 polygones de l'ordre m -+- 2. 

(64o) Si on observe maintenant que dans le premier cas ou a 
P(<T 4- 2 )=P(fl) 4 - Ml, et dans le second P(« 4 - 2 ) = P(«) 4- 2 ; on 
pourra en conclure qu’à compter d’un nombredonnén tel quefl= 121 , 
la suiteP(a),P(a4-2),P(fl4-4),etc.,forméeen augmentant toujours 
a de deux unités, s’étend à l’infini. Donc tous les nombres entiers 
compris depuis P(i 2 i), ou 5 omi 4 - 2 i jusquà 1 infini , sout décom- 
posables en Ml 4 - 2 polygones de l’ordre m -t- 2 . 

H reste à démontrer que tous les nombres inférieurs à 5 omi -f- 21 , 
jouissent de la même propriété; c’est l’objet de la proposition sui- 
vante, <pii complète la démonstration générale du tliéorème de 
Fermât. 

(() 4 i) Théorème IV. « Tout nombre entier plus petit que P(i 2 i), 
« ou 5 o Ml 4- 2 1 , est la somme de m 4- 2 polygones de l’ordre mi 4^ 2 , 
c dont Ml — 2 sont égaux à zéro ou à l’unité. » 
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Soit d’abord a = 5; on voit par le tableau du n* 634 que 3 est la 
seule valeur correspondante de b; faisant donc c=d — 'i, les for- 
mules du n* 636 donneront , 

P (5) = OT + 3 , 

Q(5) = a/Ji-t- I. 

Au-dessous de P (5), on a les nombres i , a, 3. . .w + a, qui sont 
composés d'autant de polygones égaux à i qu’ils contiennent d’uni- 
tés; ainsi le théorème est vrai à leur égard ,on voit que même (|uc 
le dernier de ces nombres m -f- a est exprimé par un seul jmlygoiie, 
savoir, pol. a. 

I,es nombres de P(5) à Q(5) sont composés comme l’énonce le 
théorème, puisque cette propriété a lieu en général pour tous les 
nombres de P(«) à Q(n). Ainsi le diéorèmeest vérifié jusqu’au nom- 
bre Q(5) = aTO-+- t. 

Soit maintenant «=y,on aura, par la table du n' 634, c—d= 6, 
ce qui donne 

P(7)z= m + 5, 

Q( 7 )==am-i- 3 . 

Comme la moindre valeur de w est 3 , on voit que P(y) ne surpasse 
Q(5) que dans le seul cas où /» = 3, et alors on a P( 7 )=Q( 5 )-f i. 
Donc la propriété générale est vérifiée par tous les nombres depuis 
I just|u’à Q ( 7 ) = a m -t- 3. 

On [Kmrrait continuer ainsi l’examen des cas particuliers ju.s<|u’à 
P(iai); mais nous nous bornerons à un petit nondire de <-as gé- 
néraux qui renferment la solution de tous les cas particuliers. Il 
s’agit en général d’examiner si tous les nombres compris de P(«) 
à P(rt 3 ) satisfont au théorème, ou s’il y a exception pour quel- 
ques-uns de ces nombres. 

( 642 ) Premier cas. Supposons que pour le nombre a il y ait deux 
valeurs correspondantes de h, savoir c et c — 2 , et que pour n -t - 2 
il y ait une ou plusieurs valeurs de é, dont la plus grande soit c, 
on trouvera, comme dans l’article 638, que tous les nombres de P(n) 
à P(a -f- a) satisfont au théorème. 
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Second cas. Supposons que c et c — 2 «tant les deux valeurs de b 
correspondantes au nombre a , on ait c + 2 pour la plus grande 
ou la sçule valeur de b correspondante au nombre a + a; on trou- 
vera encore, comme dans len“ GSq, que tous les nombres de P(«) 
à P (a 4- 2) satisfont au théorème. 

Troisième cas. Suj)|>osons que b n’ait que la seule valeur c cor- 
respondante au nombre a, et que pour n 4- 2 on ait une ou plu- 
sieurs valeurs de 6, dont la plus grande soit c-4- 2, on aura, dans 
ce cas, 

— c) 4- c 4- m — 2, 

P(«-t- a)=”(a — e)4- c4-2. 

De là on voit que P(n -t- a) ne peut surpasser Q(n) que dans le seul 
cas de/n = 3; qu’alors on a P(a-t- a) = Q(rt)-t- 1 ; que dans tous 
les autres cas P(n 4- 2) sera plus petit que Q(n), ou tout au plus 
égal à Q(«), et qu’ainsi tous les nombres de P (a) à P (a 4- a) satis- 
font au théorème. 

Quatrième cas. Supposons enfin que relativement à « on ait la 
seule valeur b—c, et relativement à a+i, une ou deux valeurs 
de 7», dont la plus grande soit c, alors on a 

P(a) = ^(«-e)4c, 

Q (a)= — c) 4- c 4- — a , 

P(n 4- 2)=^'(n 4- a — c) c. 

f)n voit dans ce cas qu’il y a une lacune nitre Q(«) et P(« 4- 2), 
car on a P(a 4- a) = Q(«) 4- 2, et l'intermédiaire qui manque est 
Q(fl) 4- I . Ainsi , sauf cette exception , le théorème démontré Ju.sqii’à 
P(rt), le sera jusqu’à P(rt 4- 2). 

11 suffit maintenant de jeter un coup-d’œil sur le tableau du 
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n°G34, pour trouver quels sontles nombres Q (a) qui tomberont 
dans l’exception du quatrième eas. Ces nombres aereduisent à quatre, 
savoir : 

Q( 7 )-t- 1 = a/«+ 4-. 

Q(i5)+i= 5/H-+- 6, 

Q(a3) + i= 8m -H 8, 

Q(37) + I = i4m + io; 

or l’expression générale de pol. x (art. 63a) donne 

pol.a= m + a, 
pol. 3= 3w-f-3, 
pol. 4= Gm -t- 4i 
pol. 5=iom + 5, 

et par le moyen de ces polygones on pourra exprimer les quatre 
nombres précédents comme il suit : 

am -f- 4 = 2 pol.a, 

5m+ 6 = 4pol.a + (m — a)pol. i, 

8m+ 8= pol.4 + spol.a, 
i4/« + io= pol. 5 + pol. 3 + pol. a. 

Un seul cas, celui de 5m + 6, exige m + ql polygones; les trois 
antres n’en exigent que deux ou trois. Donc les exceptions rentrent 
dans la proposition générale ; donc , tout nombre entier est la somme 
de m -t- a poly gones de l’ordre m -t- a , dont m — a seront égaux à 
zéro ou à l’unité. 

(644) b<a démonstration que nous venons de donner du tliéorènie 
de Fermât , ne suppose connue que la démonstration du premier cas 
de ce théorème , concernant les nombres triangulaires. Or cette pr<n 
position fait partie de la théorie générale des formes trinaires des 
nombres , exjrosée dans la troisième partie. Nous avons d’ailleurs 
prouvé (n* iSy), qu’en supposant ce premier cas démontré, on en 
déduit immédiatement que tout nombre entier est la somme de 
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cjuatre carrés , ce qui est le second cas du théorème de Fermât. Ainsi 

ilii premier cas on déduit tous les autres. 

Comme on ne peut guère douter que Fermât n’ait été réellement 
en possession de la démonstration générale de son théorème sur les 
nombres polygones, il est à croire que cette démonstration était 
totalement différente de celle que nous venons d’exposer. En effet, 
il parait d'abord que Fermât n’avait aucune connaissance de la 
théorie des formes trinaires des nombres, excepté dans le cas des 
nombres 8 n + 3 , qui revient au premier ras de son théorème , mais 
dont il ne fait |>as mention, et dans le cas des nombres premiers 
Sn — t , qu’il assure être de la forme p' + q'+ür\ dont le double 
est la somme de trois carrés. Si Fermât eût connu la théorie dont 
il s’agit , il n’aurait j>as restreint cette dernière propriété aux nom- 
bres premiers 8 n — i, puisqu'elle s’étend généralement à tous les 
nombres impairs. En second lieu, si la démonstration de Fermât 
eût été la même que la précédente, ou fondée sur les mêmes prin- 
cipes, il n’aurait pas manqué d’ajouter au théorème la condition qui 
lui donne plus de précision et d’élégance , savoir , que sur les m -t- 2 
polygones de l’ordre m + u qui composent un nombre donné, il y 
en a toujours m — a qu’on peut supposer égaux à zéro ou à l’uinté. 

M. Cauchy a donc fait une découverte importante dans la théorie 
des nombres, en donnant le premier la démonstration du théorème 
de Fermât, devenu pins précis par la condition qu’il y a ajoutée. Mais 
on peut aller encore plus loin en démontrant que , passé une certaine 
limite facile à assigner pour chaque ordre de polygones, tout nombre 
donné peut être décomposé en quatre polygones ou en cinq au plus. 
Cette nouvelle projjosition fera l’objet des recherches suivantes. 

(645) Snppo.sons que le nombre donné A soit décomposable en 
(juatre polygones de l’ordre m -+- 2 , il faudra faire 

A = ”(rt — û) + b , 

et déterminer les nombres « et û de manière qu’on puisse résoudre 
en non>Ki-ps entiers positifs les équations 
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a = f* -h r + M’ + , 

(') 

b=s + t + U + V ; 

or il sera possible de satisfaire à ces équations, si aelb sont de même 
espèce, si b est compris entre les limites l/(4«) et l/(3a — a) — i , 
enfîn si a est impair ou double d’un impair. Il y aurait d’autres va- 
leurs de a et de 4 qui permettraient d’effectuer la résolution des 
équations (i); mais il suffira de considérer celles dont nous venons 
de faire mention. 


(64fi)Si l’on fait successivement 4 =1/4 « et4=l/(3a — a) — i, 

on trouvera que les limites de b correspondantes au nombre donné 
A , sont 






et si on Suj>pose que A est un grand nombre, on aura à peu près 

Connaissant les diverses valeurs de4 parces limites, on connaîtra 
a par l’équation a = i —(A ~ 4); et commea — 4 doit être pair, 


il s’ensuit que ^ est un entier. Soit cet entier =x , on aura 

i=iA — mx, 

(=*) I 

a = b + 2 X. 


Cela |K>sé,on jteut démontrer les propositions suivantes. 

( 647 ) TnéoRÈME V. . m étant un nombre impair, si A est un 
« nombre donné quelconque > a8m', je dis <[ue A sera décompo- 
« sable en quatre jmlygones de l'ordre ni -t- a. » 

I.«s limites de b étant connues , on connaîtra celles de x |)ar l’équa- 
tion a: Supposons (|ue la différence des limites de 4 soit 

égale à 2 m ou plus grande que a/w, alors la différence des limites 
de X sera égale à a ou plus grande que a ; donc x aura au moins deux 
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valeurs consécutives A , /t i ; et puisque m est impair, les deux va- 
leurs corres|)ondantes de h, tirées de l’équation b — A — mx, seront 
l'une paire l’autre impaire. En prenant la valeur impaire, le nombre 
a sera aussi impair, puisqu'on a a=b+ %x; on pourra donc ré- 
soudre les équations (i). Donc pour que le nombre A soit décom- 
posable en quatre polygones de l’ordre m + a, il suffit qu’on ait 

/ 8 A /(ÇA 

Y — V ou A>m’(l/8 -t- 1 / 6 )', ou plus simplement 

\ >■ 28 m’ ; ce qui s’accorde avec l’énoncé du théorème. 

On voit que ce théorème est d’une grande généralité, puisqu’il 
s’applique à tous les nombres plus grands que la limite 28m’, et 
qu’il suppose seulement que l’ordre des polygones, désigné par 
/« -t- 2 , est impair. 

(648) Théorème VI. « m étant pair, tout nombre impair A>7 to’, 
« sera décom|)Osable en quatre polygones de l’ordre m -t- 2 ; et tout 
« nombre pair A -f- i > ym’ sera décomposable en cinq polygones 
ff dont un sera égal à l’unité. > 

En eflTet , si A est impair et m pair , il résidte immédiatement des 
équations (2) que b et a sont des nombres impairs , quel que suit x; 
ainsi la solution sera toujours possible s'il y aune valeur de x com- 
prise entre les limites requises , c’est-à-dire si les limites de A difïêrent 
entre elles d’une quantité plus grande que m. On devra donc avoir 

C^) — do»ne A > yn'. 

Quanta la seconde partie du théorème, elle suit immédiatement 
de la première, puisqu’en retranchant 1 du nombre pair donné, 
on a un nombre impair qui est décomposable en quatre polygones 
de l’ordre m -t- 2. 

(049) Théorème VII. « Si m est pairement pair ou de la forme 
« 4«» tout nombre pair A>28m’ sera décomposable en quatre 
« polygones de l'ordre n» -+- 2. » 

Car puisqu’on aa = A — {m + a)x, s’il y a deux valeurs A, 
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x=h + I , comprises entre les limites qui conviennent kx, ou si 
l’on a A > 28 TO* , et qu'on appelle a, a , les deux valeurs correspon- 
dantes de a , on aura a — d — m — 2 = 4« — a; donc des deux 
nombres a, d , \\ y en aura un impairement pair, et la solution sera 
possible. 

( 65 0) Théorème VIII. «Sim est impairement pair ou de la forme 

K 4« -+ a, tout nombre impairement jjair sera décompo- 

« sable en quatre polygones de l’ordre m + 2.” 

Car puisqu’on a a=A — (m — a.)x, et que/n — nest de la forme 
4 « , le nombre a sera impairement pair, quel que soit x. Il suffit 
donc que x ait une valeur, c’est-à-dire qu’on ait A > 7 ni * , et la so- 
lution sera toujours possible. 

Au moyen de ces propositions, il est démontré que tout nombre A 
qui passe une certaine limite, estdécomposableen quatre polygones 
de l’ordre ni -ha, excepté seulement le cas où m -4- 2 et A seraient 
l’un et l’autre divisibles par 4 - Or ce cas même peut être réduit à 
la moitié de son étendue par la proposition suivante. 

( 65 1) Théorème IX. « Si ni est impairement pair, ou de la forme 
K 4wi + 2, tout nombre pairement pair 4A'>28ni’ sera décompo- 
« sable en quatre polygones de l’ordre m -1- 2, pourvu que A' — ni' 
« soit impair. » 

Car puisqu’on a a = 4 A' — ^m'x et b = ^A! — ax, si l’on lait 
J a = a' et 7 4 =ft', la résolution des équations (i) pourra être donnée 
par celles des mêmes équations où l’on mettrait d et b' à la place de 
a et b; alors on aurait 

d—A' — m X, 
b'=ad—x. 

Or puisqu’on suppose A' — m' impair, si on a une valeur impaire 
de X, les nombres d et b' seront impairs, et on pourra résoudre 
les équations (i). Il suffit donc pour cela que les limites de x diffê- 

n. 45 
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rent entre elles de deux unités au moins , ce qui aura lieu si on a 

4 A'>a8/n’. 

Il est inutile de pousser plus loin ces recherches , puisque s'il existe 
<les cas où un nombre pairement pair qui surpasse la limite 28m', 
ou telle autre qu’on pourrait assigner , n’est pas décomposable en 
«juatre polygones, on est sûr que ce même nombre sera décomposable 
en cinq polygones dont l’un sera égal à l’unité. Nous allons faire voir 
maintenant, par un exemple, comment on peut déterminer direc- 
tement les polygones dont se compose un nombre donné quelconque. 

(65a) Soit proposé de décomposer le nombre 6484 en huit ou en 
un moindre nombre d’octogones. 

Il faut , d’après le théorème général , que A — r soit décomposable 
en quatre octogones , A étant le nombre proposé 6484 , et r étant égal 
à l’un des nombreso, i ,a, 3,4. Or dans le cas de m=6, les limites 
de b sont , suivant les formules de l’art. 646 , 

i>l/(A-r-3), è<i+i/[A(A-r) + ^]. 

On satisfera toujours à ces limites , en faisant dans la première r=o, 
et dans la seconde r= 4 > ce qui donnera 

û> 1/6487, û< j-M/(864i ï). 

Ainsi on pourra prendre |xmr b un terme quelconque de la suite 
81 , 8a, 83 94. 

Pour déterminer x, on a l'équation 1 080 — > 

d’où il résulte que doit être un entier; ainsi le nombre b 

devra être de l'une des formes 6/1 -t- o, t , a , 3, 4, auxquelles répon- 
dent les valeurs r = 4 1 3, a , 1,0. Cela posé , en se conformant aux 
limites trouvées, on aura les valeui's de b et r, ensuite celles de x 
et a , comme il suit : 
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00 

II 

r=i, 

O 

ii 

H 

a = aai5, 

è=8a, 

r=o, 

a:=io 67 , 

rt— aatfi, 

i=84, 

r=4, 

X— io66, 

a = aai6, 

é=85, 

r = 3, 

x= io66, 

rt = aai7, 

II 

00 

r= 2 , 

x= io6f), 

fl = aai8, 

II 

00 

r=i, 

a:= io66, 

«t=aai9 , 

00 

00 

II 

r=o, 

x=io66, 

a=aaao, 

II 

r=4, 

x~ io65, 

o=aaao, 

è=9i, 

r=3, 

X— io65, 

n=aaai , 

è=9a, 

r=a, 

a;= io65, 

a = aaaa, 

b — ai. 

r=i, 

X— io65, 

rt=aaa3 , 

'i 

II 

r—o, 

X— io65 , 

a — aaa4 , 


Oe là se déduisent plusieurs solutions du problème proposé. 

I” Les trois valeurs impaires de a et i auxquelles correspond la 
valeur r= i , donneront trois solutions dont le résultat est que le 
nombre proposé 6484 se forme de quatre octogones et d’un cin- 
quième égal à l'unité. 

a* Les deux valeurs impaires de a et & auxquelles répond la va- 
leur r = 3 , donneront deux solutions par lesquelles le nombre pro- 
posé se décompose en sept octogones , dont trois sont égaux à l’unité. 

3* I.,es deux valeurs impairement paires de a qui correspondent à 
la valeur r = a , donneront deux solutions par lesquelles le nombre 
proposé se décompose en six octogones dont deux sont égaux à 
l’unité. 

4* Les deux valeurs pairement paires de a auxquelles répond la 
valeur r= 4 , sont encore admissibles , parce que le nombre a — jè' 
qui en résulte , peut être décomposé en trois carrés. On obtient par 
là deux autres décompositions du nombre donné en huit octogones, 
dont quatre sont égaux à l'unité. 

5* Enfin si on voulait déduire trois autres solutions des valeurs 
de a et & qui correspondent à la valeur r=o, on trouverait que 
ces solutions ne peuvent avoir lieu , parce que dans ces trois cas le 
nombre a — \b' se rapporte à la forme 4* (8n — i) , qui n’est point 

45. 
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clécomposable en trois carrés. Nous conclurons de là qu’il n’est |)as 
|>ossiblc de décomposer le nombre donné 6484 en quatre octogo- 
nes seulement, au moins tant qu’on prend b supérieur à la limite 
1/(3 « — a) — I . Mais il peut arriver qu’en prenant des valeurs de h 
inférieures à cette limite, on trouve des solutions admissibles. 

En eflet , les valeurs de b qui répondent à r = o , étant g 4 , 88 et 
8a, celle qui suit immédiatement est ^=76; cette valeur donne 
tf = aaia , et a — ^b' = 768 = 4*- 3 , nombre qui est décomposable 
en trois carrés. On trouve ensuite, par les formules de l’art, 6a8, que 
l’une des solutions est admissible, |)uisqu’elle donne s = ,t-=u 
= = 1 1 ; donc le nombre proposé 6484 est égal à la somme des 
quatre octogones dont les côtés sont 43 , 1 1 , 1 1 , 1 1. 

On remarquera que le nombre 6484 > a8nt’ a été choisi de ma- 
nière qu’il ne soit pas compris dans le théorème IX , et cependant 
il se trouve décomposable en quatre octogones seulement. 
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S III. De l’équation x’ + y’ -I- z’ = o. 

(653) Nous supposerons qu’il existe trois nombres entiers x,/,z, 
positifs ou négatifs , qui satisfont à l’équation +y + z’= o, avec 
la condition que ces trois nombres soient premiers entre eux , deux 
étant impairs et le troisième pair ; nous verrons quelles conséquences 
résultent de cette supposition. Notre démonstration sera divisée en 
trois parties. 

F*. L’un des nombres x , y , 7, , doit être divisible par 3. 

En effet, tout nombre non-divisible par 3, positif ou négatif, est de 
la forme 3 wi ± i , et son cube ay m’ ± ay wt’ -t- 9 /n ± i est de la 
forme 9 n ± i . Si donc aucun des nombres x,y, z, n’était divisible 
par 3 , la somme de leurs cubes sê +y^ + devrait être de l’une 
des quatre formes g« ± i , 9/i±3, et ne pourrait par conséquent 
se réduire à zéro. Donc l’un des nombres x, y, z, est nécessaire- 
ment divisible par 3. 

II*. Celle des indéterminées qui est paire, est en même temps 
divisible par 3. 

Désignons par z l’indéterminée divisible par a , et soit z = — a"«, 
U étant un nombre impair, de sorte qu’on ait l’équation 

je dis que u devra être divisible par 3. 

En effet supposons, s’il est possible, que u ne soit pas divisible 
par 3; le premier membre x’ -t- est le produit de deux facteurs 
x+y tsX{x+y)' — ixy qui ne peuvent avoir que 3 pour commun 
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diviseur; et puisque 3 ne divise pas le second membre il s'en- 
suit que ces deux facteurs sont premiers entre eux. [.«ur produit 
doit être un cube, il faut donc que chacun d'eux soit un cube; si 
l'on observe d’ailleurs que x’ — xy+y est toujours un nombre 
impair, on en conclura que a’“ doit être facteur de x ainsi on 
devra faire 

af—xjr +jr' = e\ 

ce qui suppose w=a€, 6 étant positif et premier à a. 

Maintenant si l’on met la seconde équation sous cette forme 



on voit que le second membre étant de la forme p' +3 son di- 
viseur 6, qui est un nombre impair, devra être de la même forme. 
Faisant donc ê=/‘‘-t-3g^, ensuite — 3)’=F+Gl/ — 3, 
ce qui donne 

F=/(/--9^) 

G=mr-s'), 

on aura 6’ = F*-+-3G‘; de sorte qu’on satisfera généralement à 
l’équation précédente en faisant 


^=F, 


-=G, 


ce qui donnera 


=r + 3/*^— 9 /g-’ — 3 

ï=r—^f‘g—^s'+^g'- 


Or Z étant supposé non-divisible par 3 , il faudra que l'un des nom- 
bres X , y, soit divisible , ce qui exige que /"soit aussi divisible par 3. 
Mais alors les deux nombres x et seraient divisibles par 3, ainsi 
que le troisième z , ce qui est contre la supposition. 

Donc l’indéterminée z divisible par a doit l’être aussi par 3 , et 
on doit faire en général z= — étant premier au nom- 
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bre G; de sorte que l’équation proposée sera toujours delà ibrne 
x'+y = a*-3‘'u>. 

III*. L’équation x’ + y’ = a’"3’*u^ est impossible. 

Car supposons pour un moment qu'elle puisse être satisfiirte, 
sans que l’une des indéterminées soit zéro, les deux facteurs du 
premier membre, savoir x+y et x' — a:_)'+_y*,ont pour commun 
diviseur 3 et non une puissance plus élevée de 3 , ptiisque 3 ne pent 
pas diviser a:y; d’ailleurs le second facteur est impoir; ainsi l’équa- 
tion dont il s’agit se partagera nécessairement en deux autres comme 
il suit : 

X 4- j=a’"3^*“'a' 

x'—xy+y>z=Zeé, 

et on aura en même temps uz^a€. 

La seconde de ces équations peut être mise sous la forme : 

d’où il suit que € est encore de la forme p‘ + 3q\ Faisant donc 
comme ci-dessus ^=f' -f- 3g' et 6’= F’ + 3G‘,on aura l’équation 

3G*, à laquelle on satisfait générale- 
ment en prenant Î^^=F, ^^'^ =G. Cette dernière donne, en 
faisant les substitutions, 

a— 3>->.*=g-(/*_^-). 

Dans cette équation où f' — g' est impair, puisque f' + 3^’ l’est, 
il faut que g soit divisible par a*"~' ; soit donc g — a’""' k,f-\-g= B, 
f — g'=C, on aura (3"“‘a)’=ABC. Maintenant puisque le produit 
A BC est un cube et que les facteurs A, B, C sont premiers entre 
eux , il faut que chacun de ces facteurs soit un cube; ainsi on devra 
faire A=x’, B=|/.’, C=»’, ce qui donnera f+g-y^-if — g—'é, 
g= et en même temps X|iv = 3*"' a On tire de là l’équation 
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— v’=ag’=a’")i*, semblable à la proposée, où il faut observer 
que l’un des trois nombres (i, v, doit contenir le facteur 3*~‘. Or, 
d’après ce qui a été démontré dans la seconde partie, le terme a"X 
déjà divisible par a, est nécessairement aussi divisible par 3; donc 
il faut faire ce qui donnera 

v> = (a-3— 6)>. 

Ainsi de l’équation x’+j’=(a” 3" a)’,oùl’une des indéterminées est 
divisible par 3', on déduit une équation semblable où l’indéter- 
minée correspondante est divisible par 3"~'. Continuant donc ces 
transformations autant de fois qu’il y a d’unités dans n , on par- 
viendra à une dernière transformée iv'-t-y'^z=z'‘ dans laquelle 
aucun des nombres x , y', z ne serait divisible par 3. Cette équa- 
tion est impossible en vertu c|pla première partie ; donc l'équation 
proposée .t* y* -f- z’ = o est pareillement impossible. 
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§ IV. De r équation x' y* + z* = o. 

(654) I L est facile de prouver que Tune des indéterminées doit être 
divisible par 5, et même par a5; soitz: celte indéterminée, on en 
conclura que l’équatmn z'~ — x' se partage nécessairement 

en deux autres de cette manière : 

j+z = 5‘tS 

— y'z+yz' — z‘ = 5r‘, («) 

ce qui suppose x= — 5 tr, r étant un nombre impair, positif et 
premier à 5t. 

Cela posé, il y a deux cas à distinguer selon que x sera pair ou 
impair. 

Premier cas , où Von suppose x pair. 

(655) Alors t est pair, et z sont impairs et la seconde des équa- 
tions (a) pourra se mettre sous la forme 

5 ^ 5 

Divisont par 5 et mettant au lieu de + ajz + z* sa valeur 5*t'% 
on aura 

Dans notre hypothèse, les nombres 7 ( 7 " + 2 ') et sont des 

entiers; d'ailleurs puisque le premier membre est de la forme 
P' — 5q’, son diviseur r devra être de la même forme , de sorte qu’on 
pourra supposer r=/* — Sg-’, puis faisant (/-i-g-h/ 5 )‘=F- 4 -Gl/ 5 , 
II. 46 
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OP qui donne 

F =/(/* 4- 5o/’g-’ + I nSg*) , 

0 = 5g'(/^ H- io/*g-‘ + 5g-‘), 

on aura /‘=F’ — 5G', et par conséquent 

Pour avoir une solution générale de cette équation, il faut prendre 
deux nombres tn et n, tels qu'on ait (y±4l^5)*=/?n-ni/5, k 
étant ntl entier quelconque, ces nombres satisferont en général à 
l’équation m’ — 5n’= i , et on pourra supposer 

+ ~VS =(Fh- G l/5)(m + nl/5) , 

oe qui donnera 

î ( J* + 2 ‘) = '« E 4- 5 « G , 
i.5’f”=TOG+ «F. 

(656) Ces formules contiennent une infinité de solutions, puis- 
qu’on peut prendre pour k un entier quelconque; mais ces solutions 
en nombre infini , ne sont susceptibles que de cinq formes différentes. 

En effet, quel que soit l’exposant ^ , il sera toujours de l’une des 
cinq formes 5i, 5t± i , 5 t± 2 . Mais j'observe que la partie indé- 
terminée 5t peut être supprimée comme étant comprise dans l’ex- 
pression de Car on jjciit faire (q ±^\/^5y=/’+g\^5, 

et on aura de nouveau r=J''' — , de sorte qu’il suffira de mettre 

f et g à la place de^et g- dans les valeurs de F et G. Il ne reste 
donc à considérer que les cinq valeurs A'=o, ± i , ± a , auxquelles 
répondent les valeurs de m et n, comme il suit : 

w=j, q, i 6 i, 

/t = o, ± 4 , ± 72 , 

( 667 ) Nous observerons encore rpie dans l'équation 

5’t'* = mG -t- «FjOÙGest toujours divisible par 5, le terme n F 
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ne peut être divisible par 5 qn’autant que n le sera : car r étant pre- 
mier à 5ï, et sa valeur étanty* — 5g',f nc peut être divisible par 
5, ni [Ktr conséquent F. Dune des cinq valeurs de n on ne peut ad- 
mettre que la valeur n=o qui réjjond à m~ i , ce qui donnera 
pour seule solution admissible * 

Dans eette étpiation , les deux facteurs du second membre sont pre- 
miers entre eux, et il faut supposer g pair; car si' g* était impair, 
/"devrait être pair, et le second membre de notre équation serait 
impair, tandis que le premier est divisible par a’, puisque t est 
pair. On en conclura que l’équation précédente ne peut se partager 
en deux autres que de la manière suivante qui suppose t— 2 iir\ 

/*+ io/’g'+5g*=r'’\ 

Dans la seconde équation, le premier membre peut se mettre sous 
la forme (/'+ ^g')‘ — 5 (a g’’)'; donc son diviseur r' doit être de 
la forme p'- — 5 y’; il en est de même de r'*, et on pourra par con- 
séquent faire r'—f' — Sg’’, ce qui donnera r''"==F'’ — 5 G'*, P 
et G' étant des fonctions semblables à F et G ; on aura donc l’équa- 
tion 

(/■+ 5^0-5(ar)‘=F'’-5G\ 

dans laquelle 2g^=5'‘.2‘*M”, et on trouvera comme ci-dessus que 
la seule solution admissible est 

5" . 2‘* u“=g' (/'* -t- I O f‘g'‘ -t- 5 

Faisant encore u = u r", r" étant premier à io«' , cette équation ne 
pourra se partager en deux autres que de cette manière 


g-' = 5".2”«’*, 

/'«-+- lof’g’’ + 5g'* = {r"y' 


46. 
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(G58) Nous retombons ainsi sur des équations qui sont toujours 
de même forme et dont la série peut se continuer à l’inBni. 

(3r ayant fait successivement x = — t=nur\ u—u r" , 
li = u" r"\eXc., il s’ensuit que t = ;iur = -2,11 r' r" =‘iu r r" r'" , 
etc. ; de sorte que le uontbre des facteurs r augmente continuelle- 
ment dans l’expression de t. Chacun de ces facteurs déterminé par 
une équation de la forme r'““=y* -t- 10 + 5g^, où f et g sont 
des nombres toujours croissans, puisqu’on a g = \{^g‘)' > 5 g'\ 

est certainement plus grand que i , et ne jxîut comme nombre en- 
tier, être moindre que a. Donc en sup|)osant même que la suite it, 
U , u", etc., eût pour limite i , la valeur de t composée d’un nombre 
indéhni de facteurs a, r', r", etc., qui ne peuvent être moindres 
que a, surpassera bientôt toute quantité donnée, ce qui ne peut 
s’accorder avec la supposition faite que les valeurs primitives de 
x,y, Z, sont données en nombres finis. Donc l’équation proposée 
est impossible, dans le premier cas où- l’on suppose que l’une des 
indéterminées est divisible à la fois par a et par 5. 

Second cas , où l’on suppose x impair. 

(639) Alore les deux indéterminées y et z seront l’une paire, 
l’autre impaire, et la seconde des équations (a) pourra se mettre 
sous la forme 

(r’— + *’)’ — 5 (tJ^)* = 5 r% 

où l’on voit que 7/s sera toujours un nombre entier, et que.. 
y — ^yz -f- 2’ doit être divisible par 5; en effet on a/' — 7/s + z' 
=(/ + s)* — 5(7/z)=5'^'° — 3(7/2). L’équation précédente peut 
donc s’écrire ainsi : 

et puisejue le nombre impair r est diviseur d’un nombre de la forme 
p‘ — 5 y’, où P et (] sont premiers entre eux, il sera lui-même de 
cette forme; il en est de même de — r ; cat on sait que tout nombre 
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de la forme p' — bq' est eu même temps de la forme 5n’ — A’; 
nous pouvons donc supposer — r=f' — 5g'*, et faisant comme 
ci-dessus (y-t-g'V/5)‘ = F-t-Gl/5, nous aurons — /•* = F’ — 5G’, 
et l'équation à résoudre sera 

Supposant de nouveau m n 1/5 = (9 ± 41/5)*, la résolution gé- 
nérale de cette équation s’obtiendra en faisant 

'-y Z + f/5 =(F-h G 1/5) (m -f- «1/5), 

ce qui donne 

^yz = mF + 5nG, 
î(y— = + «F- 

. On tire de ces deux équations \{y+ 2)’ = (/« -H n) F-f (m -t- 5 «) G , 
ou 

5’t'°=(/«-t- n)F+- (jn + 5n)G. 

(660) Puisque G est toujours divisible pjir 5 et que F" ne l’est pas, 
cette équation ne peut subsister à moins que m + n ne soit divisible 
par 5. Or d’après les cinq valeurs de /n et « rapportées ci-dessus, 
on trouve que cette condition ne peut être remplie qu’en supposant 
m—g, n— — 4> ce qui donnera 

5’f=5F— iiG, 

ou en divisant par 5 et substituant les valeurs de F et de G , 

5‘f=/‘ (/— 1 1 g-) + io/*g-'(5/— 1 1 g-) + 5g-*(a5/— 1 1 g). 

On voit par cette équation que f — g doit être divisible par 5; soit 
donc y=g'-t- A, h étant un nombre divisible par 5, et on aura 
f+gV'b^h +g{i -t-b^5), de sorte qu’on pourra faire directe- 
ment 
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F+Gi/5 = [A+g'(i +l/5)]‘ 

=/i‘ + 5A*g'(i +l/'5)-t-ao//*^(3 + i/5) 

+ 8o/<‘^(a + l/5)H-4oAg'<(7+ 3l/^5) 

+ i6g-‘(u +5v/5). 

On déduit de là les valeurs séparées de F et G, mais comme nous 
n’avons besoin que de la quantité F — ^G, nous pourrons, dans 
('ette équation , mettre — ^ à la place de 1/5 , ce qui donnera 

F — ^G=/t(A* — 6 A’g" + i6A*^ — 

et par conséquent 

5*r’=/t(/t* — &làg-\- — i6Ag^-f- i6g^). 

(6(ii) Sachant déjà que A est divisible par 5 et que g ne l’est pas, 
observant de plus que A doitêtre impair, et qu’ainsi les deux facteurs 
du second membre sont premiers entre eux , la seule manière de 
satisfaire à cette équation est de la partager en deux autres , comme 
il suit : 

A=5‘a'*, 

A‘ — 6A*^+i6A'g^ — i6Ag^+ i6g^=r'‘*, 

ce qui suppose tsstur' , r' étant premier à Su. 

Ta seconde équation peut se mettre sous la forme 

r'**= ( A* — 3g-A + 6^’)’ — S — ^g')' 7 

d’où l’on voit que r' doit être de la forme p' — 5^’; il en est de 
même de r'*; on pourra donc faire r'* ==:_/**— 5g''‘, ce qui donnera 
r''° — V' — 5 G'*, et on satisfera généralement à l’équation précé- 
dente en faisant 

A* — ^gh-\- 6^=mF-4-5;iG', 
gh — ag' = nF'-+- mG', 

ce qui donne enfin A* ou 

5"u” = (/n -t-SnjP -t- (3 m -f- 5/»)G'. 
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Puisque (V est divisible par 5 et que F ne l’est pas, cette équation 
ne peut subsister à moins que m + 3n ne soit divisible par 5. les 
seules valeurs de m et n à prendre pour cela sont /« = 161 ,/»= — 72 , 
ce qui donnera , en divisant par 5 , 

5"m“=^G'— iiF, 
ou en substituant les valeurs de F et G' , 

5"«”=/'^(i23g'— ii/')+ io/'’^"(i23g''— 55/') 

+ 5g''*(ia3g’'-275/'). 

( 66 a) Cette équation fait voir que 3/ — f est divisible par 5; 
soit donc /'=3g^ — A', on aura 

F+ G'l/5 = [— A' + / (3 + 1/5)1» , 

ou en faisant le développement : 

F+ G'l/5=— A'» - 4 - 5A'V(3 + 1/5)— 2 oA'V (7 + 3l/5) 

+ 80 A'*/» (9 + 4l/'5) — 4o A' g'» (47 + 2 1 V/5) 

+ i6^'»(i23 + 551/5). 

Multipliant tout par _— 11 et mettant au lieu de 11 1/5 la valeur 
fictive — 00 aura - 4 ^G'^ — 1 1 F', ou 

5"«" = A'(i I A'* — 64A'’^'*— 48A'g-'‘ + 16 /^). 

Maintenant A' étant divisible par 5 et ne l’étant pas , cette équa> 
tion ne peut se partager eu deux autres que de cette manière 

A' = 5“tt'“ 

1 1 A'*— 4aA"^'+ 64 A'*/*— 48 A'/» + i 6 /*=/-"“, 

ce qui suppose u~u r" et r" premier à 5 lî- 

Cette dernière équation peut être mise sous la forme 

4r"”=(8g’'‘ — J3g'h'+ 7 A' 7 — 5A'*, 

d’où il suit que r" doit être de la forme ai «stde nvènir 

de r"* , on peut donc faire — 5/'’, ce qui donnera. . . . 
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r"'°=F'’ — 5G"*. Soit maintenant 4=(‘* — 5v*, |i et v étant des 

nombres impairs, on pourra supposer 

8^* — I a^/t' + 7 H' + U' 1/5 = (F"+ G'V5) (,i + v »/5) , 
ce qui donnera 

A'*=,iG''+vF'. 

Mais jjuisque A' et G" sont divisibles par 5 et que F" ne l'est pas, 
cette équation ne peut subsister à moins que v ne soit divisible par 
5. Et comme on a en général (i-+-v|/5 = (3 +l/5)(/w +nl/5),ce 
qui donne (i = 3m + 5n, v = /7H- 3n, on ne pourra admettre qfce 
les valeurs TO = i6i,n= — 7a, d’où résultent (i=ia3,v= — 55, 
de sorte qu’on aura A'* ou 

5”tt"**=ia3G"- 55 F". 

(663) Nous retombons ainsi sur une équation semblable à l'équa- 
tion déjà considérée 5‘‘«”= ia3G' — 55 F'; d’où il suit que les 
mêmes transformations pourront être continuées à l’infini , ce qui 
supposerait inùnies les valeurs primitives des indéterminées. 

Car ayant fait successivement — 5tr, t=ur', u = u'r", 
u=û'r", etc., on aura t=Mr'=«'r'r"=«"r'r"r'",etc.,desorte 
que le nombre des facteurs r augmente continuellement dans l’ex- 
pi'ession de t. Ces facteurs sont déterminés par des équations qu’on 
peut réduire à la même forme, savoir r'"=r* + 5 rA* -H 5A\ 
r"“=r'* + 5 r'*A’-f- 5 A'‘, etc., d’ailleurs on a A = 5‘«"', A'= 5“u'”, 
A" = 5 "k"‘‘, etc. , de sorte que la suite A, A', A", etc. , est rapidement 
croissante , même en supposant que les nombres u,u , etc. , aient 

l’unité pour limite. Donc les nombres r, r',r", etc., toujours plus 
grands que i , ne pourront être moindres que a, ce qui rendra in- 
finie la valeur de t. Donc l’équation z‘ = o n’admet aucune 

solution en nombres entiers (i). 


( 1 ) On peut voir dans les Mémoires de l’Académie, année i8a3, quelques 
autres recherches sur l'équation 1 ', n étant un nombre premier 

plus grand que 5. 
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S V, Théorèmes d’analyse suivis de formules nouvelles pour les 
sections angulaires. 


((>64) TnéoRfeME I. /I étant un nombre premier quelconque, a 
excepté, si on fait x" — y‘={x — ^j') P, P désignant le j>olynome 
x'~' + yx'~‘ +y'x‘~' . . .+y^' , on pourra toujours satisfaire à 
I’é<|uation 

4P = Q*±/iR‘, 


savoir 4 P = Q* + ra R*, si n est de la forme 4 w + 3, et 4 P= Q’ — uR’, 
si n est de la forme 4 + • • 

Ce théorème a été démontré ci-dessus, n°5io; on a fait voir de 
plus quelle est lamanièrededéterminerdanslesdeux cas les valeurs 
des fonctions Q et R; et quoique les formules auxquelles nous ren- 
voyons supposent y= i , elles s’appliquent sans difficulté à une 
valeur quelconque de y en observant la loi des homogènes. 

(665) Théorème II. Soit « un nombre premier ^m -t- i ; si l’on 
fait {/ \- g\/'n)' =¥ + Gl/«, ensuite F=yP,G = ng’Q, ce qui 
donne 




n.n — I ,n — a.n — 3 


a. 3. 4 


■f“-'.n'g*-¥ etc. 




n — 1 .n — a.n — 3.n — 4 


a. 3. 4-5 


y— *.rt’g^-t-etc.. 


je dis que les polynômes P et Q jjeuvent en général se mettre sous 
la fonne X* — «Y‘, de sorte qu’on pourra faire 


P = A’ — nB’, Q=C’ — nD’, 

A, B, C, D, étant des polynômes en f el g, du degré 2 W, dont les 
coefficients sont des entiers. 

II. 


47 
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En effet, si on Sa\X p—J g\/ n , q=f — gV'n, on aura.... 

en vertu du théorème I, la fonction 4P peut être 
l>+q * 

mise sous la forme X’ — «Y’, dans laquelle on aura 



a q +a,p'^’q' 4- «i q' -+- etc. 

+ a q"" — pq“~' + (y“~’+ etc. 


+ a.irq- 


p"-'q + b,p''-'q’-\-b,p‘—'q'+eic. 1 , . , 

+pq“"~' + b.p'q”^' + bip^q“~^-\-elc. “P ^ 


Et comme en général pq est rationnel , ainsi que p^ + q*, k étant 
un entier quelconque, il s’ensuit que X et Y se réduisent à des po- 
lynômes en f et g , homogènes et du degré a/n/ ces polynômes di- 
visés par U, seront les valeurs de A et B dans l’équation P=A’ — //B*. 
On voit en même temps que la fonction P est composée des deux 
facteurs réels A-t-Bl//i, A — Bl//i, qui ne contiennent d’autre 
irrationnelle que i//i. 

On aura semblablement Q = mais en faisant p' — q' = 


(// — 7)H> le théorème I donne encore 4 H= 4 /»Q = X'* — /»Y'’, 
et on aura 


j a//“-p/>*“-' 7-4- //,//■■*— 9’ — etc. 

j -4-2y’"-t-/x7"'“'-f-«,/>*<5f‘"~’ — etc. 

— p"^' q + b,p‘~~’ q' — b,p'“-^ q^ -4- etc. ) ^ 
— P y’— ' + b,p' //■■“■ — //’ //’"■* -t- etc. ( 


I + «»(-/>?)" 

Z'?)’. 


valeurs qui se réduiront de même à des polynômes rationnels en 
/et g. Mais d’après l’équation 4«Q = X'* — /*Y'*, il faut que X' 
soit divisible par n; faisantdonc X'=«Z, on aura 4Q = «Z'* — Y *. 
Enfin n étant un nombre premier de la forme 4 . la fonction 
Q pourra toujours se réduire à la forme C’ — /iD’; il suffit j/our 
cela de faire C -4- Df//J = ( 7 Y'-t- 7 Z'l/n)(t — «f/nj, t et u étant 
les plus petits nombres qui satisfont à l’équation t' — nu' = — 1. 

(666) Théorème III. Soit h un nombre premier 4w?-4-3; si 
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on fait (y + g- 1/ — «)’=F+ Gl/ — n, ensuite F=yP, G = ngQ, 
ce qui donne 


P=/— — 

Q=/-- 


a 

-I 


a. 3 




n . n — I . n — 3 . n — 3 


a. 3. 4 
n — i.n — i.n — 3.n- 

a.3.4-S 


/"-'.n‘g*—ctv. 


-V- 


'■n'g' — etc. 


je dis que les polynômes P et Q pourront être partagés, chacun en 
deux facteurs rationnels, de sorte qu’on aura 

P = AB, Q = CD, 


A , B , G , D étant des polynômes en/ et du degré f (« — i ). 

En effet, soit p—f-\-g\/ — n, q^f — gV'—n, on aura. 

P= ^^^ , et d'après cette forme on pourra faire 4 P=X’+ «Y 

en supposant 


j — p"q + a,p“~‘q‘ — g® + etc. 

— < 

( -f- a q“^‘ — P q‘" + a.p’ q"'~' — n^p’ y"“‘ + etc. 
Y_ p’"q — b,p'^'q'-^bip"-'q^—i:lc. 

— + b,p' q'"~' — b,ffq^' — etc. 


Or les quantités pq et p^ + q^ étant réelles et rationnelles, la quan- 
tité X le sera également. Quant à la valeur de Y , elle est égale au 
produit àe P — q par le polynôme 


Z=pq 


P— 9 


b.p'f. 


P—9 


+ b^p'q\ 


p — q 


•etc. 


dont la valeur est réelle et rationnelle comme celle de X; donc 
puisque p — q — ngX/' — n , on aura 4P=X’ — f\n'g’7’\ donc P 
est égal au produit des deux polynômes [X + ngZ, jX — ngZ, 
lesquels seront les valeurs de A et B. 

On aura semblablement Q = on pourra donc supposer 

4«Q=X'' -t- 71 Y’'", et en même temps 

47- 
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~ I _ 2 ry“+'— /?7“— rt.yjV/’— — rtj/j’y*— — etc. 

I p"q + b,p'~-'q' + hip'—'q^ + etc. 

~t +pq'~ b.p'q'^' +bip'q“-' + etc. 


l/.i valeur de Y' se réduit à une quantité réelle et rationnelle; quant 
à la fonction X', elle est le produit de p — y ou ag'l / — n par le 
jjolynome 


p—q 


» < 7 »»— * »»* 

+ pq-r- ^ +a,p‘q’A h etc. , 

/ 1 p—q r / p—^ 


dont la valeur est réelle et rationnelle. Donc on aura X'= 2 g-Z'l/ — n, 
et 4Q=Y'’ — ^g'7J‘. Donc Q .se décompose en deux facteurs ra- 
tionnels 7 Y'-t-g'Z', ‘ Y' — g- Z', qui seront les valeurs de C et D. 

((> 67 ) Par exemple, dans le cas de « = 7 , le polynôme 
P=/‘ — 3/i’/*g‘ + 5nY'g*—n*g‘ 
se décomposera en deux facteurs, savoir: 

A =/’ + n/^g- n'/g’ + n'g^ 

B =/’ — nfg—n'/g’ — n'g\ 

Dans le même cas le polynôme 

Q =/‘— 5 n/V + n’g-‘ 

se décomposera en deux facteurs, savoir: 

Ç.-=P—nJ'g-^nfg' + ng' 

D=/’ -+- nf'g+nfg' — ng\ 

De même dans le cas de n = 1 1 , les polynômes 

P=/“— 5n'/*g*-t- 3on’/‘g^ — 4a«y’*g'‘+ i5«y'g’ — n*g'‘ 
i) =/'•— 1 5 nf'g' + 4a n'Pg*— 3o « W 5«*/’ér' — n*g '’ , 
se décomposeront, le premier en deux facteurs 

A=/‘ + inf'g-^- 'in'f'g' + an’/y— n’/g^— «Y 
B =/» —3n/*g+2n’/'g’—2 n'f' g'—n'fg' + n V , 
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le second en deux facteurs 


C=/‘ -f- nf>‘g—%nPg'— 2«’/y — 3«*/g'*— «y 

D =p — nPs— 2 nPg' + 2 n'pg^— 


Au reste la similitude qu’il y a entre les fonctions P et Q permettrait 
de trouver aisément les facteurs de Q au moyen des facteurs de P 
et réciproquement. Il faudrait pour cela changer n^en fetfan g. 

(Ü 68 ) Ces théorèmes relatifs aux puissances dudegrén ûef 
[Kfuvent s’appli(]uer aux puissances de cos. 9 -t- \/ — i sin. ç , et il en 
résultera de nouvelles formules pour les sections angulaires. Nous 
allons faire voir comment on parvient à celles-ci d'une manière 
directe. 

Par le développement de l'équation (cos. 9 -t- 1 .'' — isin. 9 )' = 
c-os .«9 -Hl/ — I sin.7»9, on a immédiatement les deux formules 


9in./iç 
sin. 9 


cos. n 9 

009 . 9 


/icos. '9 i~ a ~ 3 ' ^ COS- ysm.*9 

n.n — i,n — a.n — 3 ./i — 4 i 

....3:4.5 f f ~ 

: cos."' 9 — ~^ cos."^9 sin.*9 


n.n — i.n — a.n — 3 . 

i 1 " a ' . T .4 COS. ’ 9 sin.^ 9 — etc. 


Or si n est un nombre premier quelconque , je dis que les polynô- 
mes formant les seconds membres de ces équations pourront tou- 
jours se décomposer en deux facteurs dont les coefficients ne con- 
tiendront d’aiitre irrationnelle quel/n. Et parce que ces deux for- 
mules se déduisent l’une de l’autre en mettant simplement ^ — 9 a 

la place de 9 , il suffira de faire voir comment .se fait la décompo- 
sition de la première; mais pour cela il faut distinguer deux cas, 
selon que le nombre premier n est de la forme 4 + 1 ou de la 

forme 4w -H 3. 
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Premier cas, n = 4 "*+ i- 


(669) Nous avons fait voir que pour les nombres premiers de 

cette forme la fonction X =~-~ peut toujours se réduire à la 

forme — nZ’) comjKJsée des deux facteurs réels j Y-»- | ZI//1, 

I Y — pour lesquels on aura 

( ax”-t-.r”“’r+ 4-etc. ) 

1 I f fl J?" 

( +ay"+Jcy~~'-i-a,xy‘’-‘ + a,x^jr^'-i-etc.} * * 

j -j-xj**"’ + b, -H etc. ) “ ^ 

Nous avons donné d’ailleurs les moyens de déterminer dans tous 
les cas les coefficients n„ a,. . .a„, b„b,. . ,b.. 

Cela posé soitx=cos.<p +1/ — 1 sin.(p,_y=cos.ç — 1/ — 1 sin.f , 

on aura X = — — 2^ — gj jgg valeurs de 4 Y et t Z seront 
X — J' sin.9 • • 

jY= acos. a/nç -4- cos. (am — 2)9 + «,cos. (2m — 4)? 

-4- «J cos. (am — 6) 9. . . + 70. 

jZ= cos.(am — a)9 + ^>,cos.(am — 4) 9 cos. (a m — 6)9 
+ è4Cos.(am — 8)9. . . + }b„. 

Faisant donc A = ÿY ■^\'L\/'n, B = j Y — \Z\/'n, ce qui donne 

A= 2 cos.a m 9 4-( 1 +\/n)cos.{2 m — a) 9 + [a, + è, cos.(am — 4 )? 

+ (rtj+ i3l/«)cos.(am — 6)9. . . + 4 (a. + 

B= acos. 2 m9+( I — l//i)co3.(a m —2)9+ («. — 6,l//ï.)cos.(am— 4)9 
-H (a, — è,V'rt)cos. (a m — 6)9 . . . 4 - 7 («.— è.l/n), 

on aura en général A B , de sorte que A et B seront les deux 

^ sin*^ * 

facteurs dont le produit est égal au polynôme 


n.n — x.w*— a 


n cos/^' 9 — ‘ - ^ — üOs/“^ 9 sm.’ 9 

n,n — i.n — a.;i — 3.rt — 4 & • i 

+ ..a. 3 . 4.5 
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propriété d’autant plus remarquable qu’elle n’aurait pas lieu si le 

nombre n de forme i n’était pas un nombre premier. 

Pour avoir semblablement la valeur de £ 2 L!Ü R suffit de mettre 

cos.ç ’ 

7X — f à la place de ç dans les formules précédentes. Soit donc 


C= a cos.a/U9 — ( 1 +l/«) co«.(2/« — a) 9 + («, +b\/'n) cos.(a m — 4 ) 9 
— («5 +A,l/rt)oos.(am — 6)9. . .-t-i — if 

D = a cos. a /« 9 — ( 1 — n) cos.(a m — 2) 9 + (n, — b.l^n) cos.( a m — 4 ) ? 
— (fl, — i,l/«)cos.{a/«. — 6)9. . .-hj(a . — ( — 1)’, 


et on aura de sortequeCet D seront les deux facteurs 
dont le produit est égal au polynôme 


cos. 


n.n—i .n-a.n— 3 


cos.—’ 9 Sin.’ 9 H cos.— * 9 sin .‘9 — etc. 


(<>70) Si on fait ou AB = o, les valeurs de 9 qui sa- 
tisfont à cette équation sont en général k étant un entier 

quelconque non-divisible par «/car cette valeur rend sin. «9 = 0, 
sans qu’on ait en même temps sin. 9=0. Soit cot.9 = s, l’équation 
A B = O deviendra 


o = /iz— ■ — 


1 — t.n — 3 n.n — i...a — 4 

-—b- Z— ' H E— — etc. 

i.a.3 i.a...5 


et les n — i racines de cette équation seront 

L./' ^ "K .2’t . amit\ 

z = ±:(cot. -, cot. — , cot. — . . . cot. )• 

Va n n n J 


Il s’agit maintenant de faire voir comment ces n — i racines se par- 
tagent entre les deux équations A = o, B = o. 

Pour cela il faut reprendre la valeur 


AB = -^-jy=ar" ' -t- 4-ar— ’jy’ . . , -J- r"”'. 
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Or on sait que ce polynôme du degré n — 1 ou 4 /n est le produit 
des 4 fn facteurs 

(x— rj)(x— r’j) (x— r'j). , .(x — r‘"j), 

dans lesquels on peut supposer r= + V ' — i , et si on 

désigne par g l’une des racines primitives de n, les mêmes facteurs 
pourront être rangés dans l’ordre suivant : 

X — _y^cos. ^ + 1 / — I sin.^^ 

X — y ^cos. + 1 / — I sin. 

X — j^cos.^^-t-l/ — I sin.^^-^^ 

> X — _yfcos.-2— hl/ — isin.-2-^ — j- 

Il résulte encore de la théorie déjà exposée que le produit de ces 4 
facteurs, désigné par ^(Y* — nZ*) se partage en deux groupes de 
a/n facteurs chacun, l’un composé des termes de rang impair, 
savoir : 

/ IK , . ait\ 

X — cos.— + 1/ — I sin.— ^ 

X -7 (cos. + 1/— I sin. 

^_^('eos.^ + 1/- 1 sin. 

X — y f cos. »- 1 / — 1 sin. — ) , 

l'aiitiie composé de termes de rang pair, savoir : 
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X — 7'^cos.^^+l/' — I sin.^^^ 

X — T'f cos.-^ — hl/ — I sin. -J 

f a/r'it . ^ 

X — COS. — 1 - 1 / — 1 sin. — — ) 

X — cos. 1 - 1 / — I sin . — y 

Ces groupes de am facteurs sont les valeurs de et B; mais ce ne 
sera que dans les cas particuliers qu’on pourra décider lequel des 
deux est égal à A , l’autre étant égal à B. 

(671) Soit X— _y(cos.aa-l- 1 / — 1 sin. a«) l’un des facteurs sim- 
ples compris dans le groupe qui représente la valeur de A ; puis- 
qu’en rejetant les multiples de /», on a g'" = — i , chaque valeur 

de 2a=^~^, où k est moindre que 2m, sera accompagnée dans 
le même groupe d'une valeur — -= — 2«, de sorte qu’on aura 
à la fois les deux facteurs simples 

X — ^•(oos. 2 * + 1/ — I sin. 2 a) 

X — j(cos. 2 a — 1 / — I sin. 2a), 

d'où résulte le facteur réel du second ordre 

X’ +y“ — 2X^COS. 2a. 

Suhsti tuantles valeurs x=eos.ç-t-|/ — isin.ç,_y=co3.<fi — l/— isin.ç, 
ce facteur devient 

acos. 2(p — a cos. a a. 

Donc en faisant 2 cos. 2 9 = f , l’un des facteurs A et B sera exprimé 
par le produit de m facteurs simples 

t-acos.^ (t_2COS.^) (t-2COS.^). . .(t_2C0S.M!p) 

48 


II. 



■iyü THEORIE DES NOMBRES, 

et l’autre le sera par le produit 


Çt — acos.^^-^^ (j — acos.^^-^^. . ,Çt — acos. 



Ces formes s’accordent très-bien avec les valeurs trouvées ci-dessus 
pour A et B; car en substituant pour cos. 4ç , cos. 6ç, etc. leurs va- 
leurs connues en fonctions de cos. a^ = |t , la valeur de A se réduira 
à la forme 

A = r -H a r- -H e r- etc. , 

dont les coefficients ne contiennent d’autre irrationnelle que i^n,- 
il en est de même de la valeur de B. 

Les équations A=o,B = o, ayant en général toutes leurs racines 
réelles, comprises dans les deux suites 


, ait ae'it 

f = COS. , cos. -2 


3 

. . OOS. -2 


.cos. -2 , 


on connaîtra pour chaque suite la somme des puissances de même 
degré des différents termes qui la composent, laquelle sera expri- 
mée par les coefficients de l’équation correspondante, et ne con- 
tiendra par conséquent d’autre irrationnelle que 1/n. C’est en cela 
que consistent les nouvelles formules relatives aux sections angu- 
laires que nous avons annoncées dans le titre de œ paragra|)lie, et 
qyi ne sont pas comprises parmi les formules connues. 

De semblables résultats s’appliquent aux fonctions C et D dont 

le produit est égal à mais les formules qu’on en déduit pour 

les sections angulaires, ne diffèrent pas de celles qui sont données^ 
par les fonctions A et B. Voici quelques a|>|)lications de ces for- 
mules. 

Exempi.e 1. 


(G^a) Soit «= i3, on aura w = 3; dans ce cas les valeurs de Y 
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et de Z prises dans le tableau de l’art. 5 1 a , donnent a, = 4 , o 1 = — i , 
h, = o,bj=i\ d’où résultent les valeurs 

A= 2 cos .69 +(i +1 /i3)cos. 49+ 4t‘os.a9 — Ÿ + Ÿl/'iS 

B=2cos. 69 + (i — 1/ i3)cos.4p + 4^'os. 29 — 7 — tI/i 3. 

P'aisant 2cos.2 9 = t, on aura 

A = + î— tI/i 3 

B = + t/i3)t’— t— i + 

Ensuite si l'on prend la racine primitive g-=2 , on devra supposer 

A = (^ — — 2cos.-^^ — acos.^^^ 

B = ^f — acos.^^ Çt — a cos. — 2 cos. ; 

car de cette manière le dernier terme du premier produit, savoir: 
— a’cos.^cos.^^ cos.^^ est négatif et pourra être égalé au der- 
nier terme de A, savoir : — 7 — { 1 ^ 13 . En même temps le dernier 
terme du second produit, savoir: — a’cos.^cos.^cos. sera po- 
sitif et égal à — 7-1-71/1 3, dernier terme de B. 

De là on voit i”qne s’il s’agit de diviser la circonférence en i3 
parties égales, le problème pourra être résolu soit au moyen de 
l'équation 

o = t^— i(l/i3— i)r— « — i-t-il/i3, 

dont les trois racines sont t=acos.^, <=— acos.^, t = aoos.^, 
soit au moyeu de l'équation 


o = f^ -4-7(l/i3-t- i)^‘ — < — i— 7l/l3, 


dont les racines sont t= a cos. T, t = — acos.^, t=— acos.-i- 

i3 i3* i3 

a” Que les racines de ces équations , élevées successivement aux 

puissances 1 , 2 , 3 , etc. , donnent les formules 


48. 
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ïTC 5re 6 ts 

cos. -5 — COS. -ô- + cos. -= = 
i3 i3 i3 

i(t/i3-i) 

, 2 * . .5it . 

cos. -7 + COS. -5 + COS. ^ = 
i3 i3 i3 

Hn-l/i3) 

, 2 « ,5ic j 6 tc 

COS. -5 — COS. -5 + COS.’-iî=: 

i3 i3 i3 

i(l/i3— i) 

etc. 


iit 3 it K 

cos. ^ cos. -T cos. - 5 - = 

i3 i3 10 

-i(l/i3+i) 

. 4’t , 3ic -TT 

COS.’^+ C0S.’-5 + C0S.’-5 = 
i3 i3 i3 

Kiï+I/i3) 


cos.*^ — — ï(I^'3+ i) 
etc. 

Exemple II. 

(678) Soit n= 17, wi= 4 ; les valeurs de Y et Z, prises dans le 
tableau du n° 5 ia, donnent pour ce cas a, = 5 , «, = 7, 
è, = I , tj=r I , ^4 = 3, d’où résultent les valeurs 

A = acos.89 + (i 4-1/” 17)003.69 + (5 + 1/17)005.49 
+ (7 + 1/17) cos. 29+3 + 1/17 
B = 2Cos.89 + (1 — V/ 17)005.69 + (5 — 1/ 17) cos. 4 ? 

+ (7 — 1/17)005.29 + 2—1/17, 

au moyen desquelles on aura sin. iy9 = A Bsin.9. 

Si l’on fait 2 cos. 2 9 = t, les valeurs de A et B deviennent 

A = t‘ + K‘+»/» 7 )*’+T(I/i 7 — 3 )^*+( 2 — > 
B=t‘ + 4(i-l/i7 )« — ï( 1/'7 + 3)**+(®-'-^^‘7)^ — '• 
Dans ce même cas on pourra supposer ^= 3 , ce qui donnera 

A = — 2 cos. Çt — 2 cos.'^^ — 2 cos. (j a cos. 

B=^/ — 2cos.^^ (t — acos.^) (t — 2COS.^) (t — acos.^)* 

2 tr 

Soit X le côté du polygone de 1 7 côtés , on aura x* = 2 — 2 cos. — ; 
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ainsi ce côté se déterminera par la plus grande racine positive de 
l'équation du 4 * degré B=o; d’ailleurs on sait par la théorie pré- 
cédente que cette équation peut se décomposer on deux écjuations 
du set'ond degré. 

Comparant les racines des équations A = o, B = o, avec leurs 
coefficients, on en déduira les formules suivantes; 


aw Ak 

cos. 1- cos. — 

«7 >7 


cos. ■ 


8ic 


s-t^ = ï( 1 /. 7-0 

.ait ,4’' . .Sic ,17 , / r . ^ V 

cos. -jy -t- COS.’^ -t-COS. -jy -f-COS. — = j (l 5 -t- l/l 7) 

COS.’ h cos. — -t- COS.’ cos.’ — = ÿfl/l7 — a) 

17 17 17 17 ' > 

17 ai: 4^^ Sic , 

cos. — cos. — COS. — cos. — = rr 
17 17 17 17 


6 17 X l, y \ 

■C 08 .— =i(l/l 7 -»- l) 


3ic 5 i 7 7r 

cos. 1- cos. 1- cos. ^ - 

17 17 17 17 

cos.’— -HCOS.’— -»-cos.* — cos.’ — ='(|5 1/17) 

17 17 17 17 •V*'' ’/J 

,3i7 ,5i7 . ,7Tt ,61c . . , 

cos.’ — t- cos.’ — »- cos. ^ cos. — =4fi/i7 -f. a) 

17 17 17 17 ' ' 

3ic Sic 617 717 

cos. — cos. — cos. — cos. 

17 17 17 17 


Second cas. n=^m + Z. 


(674) Alors le polynôme X — prend la forme j(Y*-t-/?Z‘), 
dans laquelle les fonctions Y et Z peuvent être ainsi repré.sentées-: 


Y = 
Z = 


2 x'^' + a,x'‘'—y + rtj x’“— y -I- etc. 

— a j’*^' — xf" — a. x'y^' — <7, aH j”- ’ — etc. 

x'’‘y-^b,x'~-'y + biX'"-‘y + etc. 

-4- + b,x^y~-' -4- biX'y~~‘ -H etc. 


Soit x—cos.f + \^ — I sin.9,7=cos.y — l/— isin.ç, on aura 


Digitized by Google 



38a 


THÉORIE DES NOMBRES. 


lY . 

^^^=asm.(2TO + 1)9 + sin.(2/n — 1)9 + ff.sin.(am — 8)9 
+ «1 sin.(am — 5)9 4 - etc. 

7Z = cos.(a/w — 1)9 t-i.cos.(affi — 3)9 4 -ijCOS.(a/n — 8)9 4- etc. 
Soit donc 


A= asin.(a/n 4- 1)9 4- sin.(am — 1)9 4-a,sin.(am — 8)9 
4-rtisin.(a/n — 5 ) 9 4- etc. 

4-1//1 [cos.(a m — 1)94-6, cos. (am — 3) 9-4-63 cos. (a m — 5)9-4- etc.] 

B = — asin. (am -4- 1)9 — sin.(am — 1)9 — a,sin.(am — 8)9 
— a]Sin.(a m — 8)9 — etc. 

-4-l/n[cos.(anr — i)9-t-6,cos.(a/n — 3)9-l-6,cos.(am — 5)9-i-etc.] 
et on aura en général = AB. 

" 5in. 9 

Si l’on met ^ — 9 à la place de 9 , on aura un second système de 
formules, savoir: 


C= acos.(am^-4- 1)9 — cos.(aff/ — 1)9 -4-a.cos.(am — 8)9 
— flj cos. (a m — 5) 9 4- etc. 

-4-l/n[sin.(awi — 1)9 — 6.sin.(am — 3)9-4-6,sin.(2/n — 5)9 — etc.] 

D = — acos. (am 4- 1)9 -4- cos. (am — 1)9 — «,cos.(2/« — 8)9 
-4- a, cos. (am — 8)9 — etc. 

-4-l/^n[sin.(am — 1)9 — 6,sin.(am — 3)9-4-6,sin.(am — 8)9-4-etc.] 



= CD. 


Maintenant pour trouver une autre expression des deux fac- 
teurs de X = , appelons de nouveau g- une racine primitive 

de n et soit r* une racine quelconque imaginaire de l'équation 
r‘ — 1=0, en sorte qu’on ait r*=cos.^-4-l/ — i sin.^^, 6 étant 

l’un des termes de la série i , g, g‘, g^.. ■g*’"*" ; la fonction X .sera 
égale au produit de tous les facteurs x — yr* dans lesquels on don- 
nera successivement à 6 les n — i valeurs précédentes, lesquelles 
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représentent dans un autre ordre la suite des nombres naturels 
1,2,3.. .n — I. 

Cela posé si on substitue les valeurs a:=Cüs. ç + l/ — isin.9, 
^ = cos.ç — 1/ — 1 si n. 9, le facteur a; — r^y, dans lequel r*=cos.^^ 
-f-1/ — I sin. deviendra ( i — H)^cos.9 — sin.9C0t.^^, ou en 

taisant cot.9 = u. 



Prenons successivement pour k les a/n + i valeurs i , g', g*. . .g", 
et appelons o le produit correspondant de tous les coefficients 
I — r*, nous aurons pour l’un des deux facteurs de X , l’expression 



De meme en donnant à k les valeurs successives g, g^,g ^ • . -g^^' , 
et appelant 6 le produit correspondant des coefficients 1 — /■*, on 
aura pour l’autre facteur de X l’expression ’ 

Q = ê(sin.9) (u — cot.^^^a — cot.— — cot.^^^^. . — cot.^^^^ — 

et parce qu’en rejetant les multiples de n dans les valeurs gjg’,g\ etc. , 
onag’*"^‘= — 1 et par suite — ^,1*^ 

il s’ensuit que la valeur de Q peut encore s’exprimer ainsi : 

Q= g (sin. 9) ^ + cot. Çii + cot.^^^ Çu + eot. + cot. , 

c’est-à-dire que les racines de l'équation Q= o ne difïêrent que par 
le signe des racines de l'équation P = o, ou que l’une de ces étjua- 
tions se déduit de l’autre en changeant seulement le signe de u. 

Tels sont les deux facteurs dont le produit PQ = X, et comme 
dans le cas de 9 = 0, qui donne a: = i etj^= i ,on doit avoir X=n, 

ils’ensuitqu’onauraag=/i, etqu’ainsion pourra supposer «=g=/J*. 
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C'est aussi ce qu’on déduirait des valeurs de A et B ; car en faisant 
(p = o, on a A = B = i 'tK/n, Z* étant la valeur de Z dans le cas de 
^«=:o. Mais dans le même cas on a \=n, Y=:o, et l’é(juation 
4 X = Y'+«Z* donneZ’=a, d’où résulte A =B=-l/n. 

(675) Les valeurs trouvées pour P et Q représentent celles des 
fonctions A et B que nous avons exprimées d'une manière linéaire 
par les sinus et cosinus des multiples impairs de l’angle 9; mais ce 
n’est que dans les cas particuliers qu’on pourra décider laquelle de 
ces deux valeurs doit être prise pour A et l’autre pour B. Cela sera 
toujours facile en égalant à P celle des valeurs de A et B dont le der- 

... ^ IC ^ TZe* . 

nier terme estdemeinesigneque — cot.-eot— . .cot.— — 
Soit en général (« + i/— 1)“= F (a)+f/— 1 G(rt), ce qui donne 


, afa — I) a{a — ijfa — i)(a — 3) ^ , 

F(o)=«“ — , -3 — «'*~* +— , --3 -J iM*— < — etc. 


Si au moyen des fonctions F (a), G (a), on détermine de nouvelles 
fonctions ü et V , telles que 

tl = (w’ 4- 1 ) F (am — I ) + 6, (î/’ + 1 )’ F (a TW — 3) + + i F (a»t — 5 ) 4- etc . 
V = aG (am 4 - i) 4 -(m’ 4 - i)G(2OT — i)4-a.(«*4- i)’G(2/n — 3) 4- etc. , 

la première étant une fonction impaire de «, du degré ^/i — 1), 
ou 2 ffi 4- I , dont le premier terme est u"^\ et la seconde une fonc- 
tion paire du degré 2 m , on aura les valeurs 


A = sin."’^‘9(ül//i 4 - V) 
B = sin."^' 9 (ü l/ra — 'V). 


Mais suivant l’art. 669 la valeur de AB est égale au produit de 
sin."“*9 ou sin.‘~*'’9 par le jiolynome 


a-s / \ . n(n — iV/i — *2) -1 n(n — i)(n — a)(«— •3)(n — 4) ._s * 

G(n)=na’- ^ ^ 
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doue le polynôme en u du degré n — i peut en général se décom- 
poser en deux facteurs Ul/fl-l- V, Ul/zj — \ , dont l’un sera re- 
pré.senté par le produit 


n ■ Çit — t'ot.^^ Çii — COt. Çu — COt. • • • 


t l’autre par le produit 


-t- cot.^^ Çu + cot.^^^^ Çu ■+■ cot.^^^ . . . 

Çu + cot.^^^ • 


Si l’on veut diviser la circonférence en n parties , on aura à résoudre 
l'équation Ü ± V = o du degré 2 m -t- 1 et dont les racines sont, 
en déterminant convenablement le signe ambigu, 

IC Xy»’ xg* 

U = COt. COt. COt. — ^ . . . COt. -5 

n ’ n ’ n n 


On pourrait résoudre directement la même question par l’équation 
G(«)=o, laquelle en faisant u' = v, devient 


o=nv 


n,n—i.n—3 n.n—i.n—i,n—3,n—i ,, 

v"-\ ^ , r 


I .3.3 


I . 1.3. 4.5 


■' — etc. 


de sorte qu'elle est aussi du degré a/n -4- i ; mais l’équation en // 
est plus simple, et ses racines , connues a priori, donnent lieu à de 
nouvelles propriétés, comme on va le voir dans les exemples sui- 
vants : 


(676) Exemple /. Soit 71= 7 ou /// = i , on aura par le tableau 
du n° 5 1 a , n.= O , è, = O , ce qui donne 

ABsin I ^ ^***’- 3 ç sin.9 

I B = /i*cos.(p — asin.39 — sin.ç. 
Faisant ensuite cot.9=«, on aura 

U=(«’-»- i)F(i)=/P-i- U 
V = aG(3) -4- (//‘ -t- i)G(i) = 7«’ — I 

1 

A = sin.^9(/i*U-f- V) 

B = sin.’9(/i'» U — V). 

49 
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I I 

Donc sin. 7 p = (sin.ip)’(«* U+V)(«*U — V); mais on a aussi direc- 
tement sin. 7 p = (sin.ç)’G(/i), en dési^^nanl par G(«) le polynôme 

n 1 / — 5««‘ -t- 3« w’ — I. 


Donc ce polvnonie est le produit des deux facteurs 

I I t 

«^U-»-V=n nu' +n'u — 1 

II t 

tf' U — \ = n^ — nu'-V- n'’ « -t- i , 


ce (jui est facile à vérifier. 

Dans 1 X 3 même cas on peut faire ^=3, ce qui donne cot.®^ 
= cot.— , cot.^-^=cot.— = — cot. — •Dèslorsil est facile de voir 

n n n n 

iju’on aura les deux équations 


1 I 

n''ii^ — n II' + n~u + 

• I 

« -f- nu’ + H'u — 


n • — cot.^^^M — cot. (ju 

COt.^^ Ql -f-COt.^^^« — COt.^^ 


({iii se déduisent l'une de l’autre en cliangennt simplement le signe 
de U. 

La division de la eirconféreiice en 7 parties égales se fera donc 
au moyen de l’équation du troisième degré : 


o = 7 • m’ — 7 n' + 7 ^ K + I , 


dont les racines sont « = cot.-, «=eot. — , u — — cot. — ,et il en 

7 7 7 

résulte les propriétés suivantes : • 

^ K 3TC . 3i: 

« 30 t. - -t- cot. cot. = 7 ■ 

7 7 i ' 

cot.’--+-cot.*— -»-cot.‘— = 5 
7.7 7 

. ir ax 3x — i 

cot. -cot. — cot. — =7 , 

I 7 7 7 

qu’il est facile de vérifier |jar le calcul trigonoinétriqiie. 


Digitized by Google 


SIXIÈME PARTIE. 387 

(677) Exemple IL Soit «— ii ou wi = a, 011 aura suivant le 
tableau du n” 5 ia, «. = — a, A, =0, ce (jiii donne 

U = (a*+ i)F(3) = f/ — — 3?< 

V' = aG(5) + (K’+ i)G(3) — a(i<*-H i)’G(i) = /m/‘ — a««' — 1 
sin. 1 1 ç = (sin.(p)"(Ul/« +V)(U|/« — V). 

.Mais on a aussi sin. 1 1 9 i=(sin.9)"G(«), en désignant par G(/t) le 
()olynome 

nu'" — i 5 w M* 4 - 1^7. nu’' — 3 on«' -h — 1. 

Donc ce polynôme est le produit des deux facteurs 

i. • ‘ 

M = rt ‘ tû 4- «M* — in'u ' — a«M' — 3 n“ u — i 

^ Jl • 

N = « > — nu* — an’ U* 4- anu‘ — '.in^ « 4- i , 

ce qui donnera sin, 1 1 9 = (sin.^)"M N. 

Dans ce cas on peut supposer la racine primitive g= a , puisque 
cette valeur donne 4- 1 =oil(i i); ainsi l’une des équations M= o, 

N = o, aura les cinq racines u = cot.-, cot. — , cot. — , cot.^, 
* n n ’ /f ’ /I ’ 

377 

dont quatre sont positives et la cinquième négative. Or la 

succession des signes de l’équation N = o, fait voir que c’est à 
cette équation que se rapporte la propriété dont il s’agit; donc on 
aura en général 

N =«■(«— cot.^)(^a—cot.Ç) (^« — cot.^) ^,^ + cot.^) — cot. 
.M = /I ^ (m 4- cot. Qi + cot. 4- cot. (u — cot. 4 - cot. 

Ainsi pour diviser la circonférence en 1 1 parties égales, il faudra 
résoudre l’équation 

1 • t 

o = /i> — nu* — an*«^4- an«* — 3n^« 4 - i , 

dont les racines sont M=cot.-, « = cot.— , M = cot.iî «=cot.— 
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M= — propriétés suivantes r 

.11 ..3’' .. 4iî » St: ^ 21 : - 

rot. 1- cot. h cot. 1 - rot. cot. — = n ' 

Il II II 11 II 

^ ^ .3i: » .4* . .Si: ,2it - 

rot.’ h cot’ 1 - cot.’ 1 - cot.’ h cot. — = 1 5 

Il II II II II 


I 1* . i 3 t: . ,471 .. 7 ^ 1 : tau — 

cot’ — t- cot.’ — h cot.’— + cot. cot’ — = 1 I ’ 

Il II II II II 

. . w .3^ . 1 4i^ . J 5 tc j . 

cot* — h cot* — I- cot*— cot * — h cot*— = lAi 

Il II II II II 

ir 21C 3 it 4 h 5 tt — - 
cot. — cot. — cot. — cot. — cot. — = I I 

II II II II II 

Au reste la somme des puissances de degré pair se tirerait plus sim- 
plement de l'équation G(n) = o qui dans ce cas est 


. i4i' 


j5ir 


o=«” — 15«* -t- — 3 om* -+- 5«’- 


Elle donne immédiatement yu’= i 5 ,yu*=: i 5^5 , (‘■tf. 

(678) Exemple ///. Soit «=19 ou m = 4» on aura suivant le 
tableau du n°5ia, a,= — ^,a,— 3 ,a^ = 5 , b, = o, = - — i,4^=i, 
ce qui donne 

A = l/n [cos. 7 ç — cos. 39-»- cos. 9] 

-+- asin. 99 -f- sin.79 — 4sin.59 -t- 3sin. 89 -4- 5sin.9 
B = l/n [cos. 79 — cos. 39-1- cos. 9] 

— asin. 9 9 — sin.79 -4- 4 sin. 59 — 3sin.39 — 5sin. 9 
sin. n9 = ABsin.9. 

On aura aussi sous une autre forme sin.n9~(sin.9)'(ül/n -»-V) 
(lil/n— V), 

D = («■ -H I ) F (7) — («’ - 4 - 1 )’ F ( 3 ) -4- («■ - 4 - 1 )* F ( i ) 

V = 2 G (9) -4- - 4 - 1 ) G (7) — 4 («' + 1 )■ G ( 5 ) -4- 3 K -4- 1 )’ G ( 3 ) 

-4- 5(«’-4- i)‘G(i), 

ou en faisant le.s substitutions. 


Digitized by Google 


SIXIÈME PARTIE. 


389 


U = «’ — i6«’ + aGtt* + 4 om’ — 3 ü 
V — nu* — 8 /im‘ + i 8 «m* — i. 

On connaît doue en fonction de u, les deux facteurs ül/n + V, 
Ul/n — V, dont le produit est égal à ou à la fonction 

G(n)==n«" — 5i nu'‘-H 6 i 2 nu'* — 265 an«“ + 48Ga« 

— 3978nM*+ i428«u‘ — ao4rt«‘ + 9 «M' — i- 

Dans le même cas on peut supposer g— 2 , ce qui donne les neuf 
racines de 1 équation o = Ul/rt±V, savoir : 

* » 4'’' ..5k . 6k . 7K , Oit . 3K 

«=cot. -, cot. — , cot. — , cot. — , cot.^, cot.— , — cot. — , 

a n n n’ «' n ' n 

3ir 8 tt 

— cot. — , — cot. — , 

n ’ IJ ’ 

dont six sont positives et trois négatives. Par cette raison le der- 
nier terme de l’équation devra être positif ; cette équation sera donc 
Vy/'n — V = o,oii 

o = n~(tt’ — i 6 «’+a 6 M'-t- 4 o«’— 3 m)— n(«* — 8 m‘ 4 - i 8 m*) - t- i , 

I 

et le second membre sera le produit de n~ par les neuf facteurs 

(jl — cot.^^^i^ — cot.^^ Çu — COt.^^ — cot.^^ (jt — cot.^^ 
(„_cot. (« -H cot.^) (« -f- cot.Ç) (w-cotÇ) ; 

c'est donc cette équation du 9 < degré qu’on aurait à résoudre im- 
médiatement pour diviser la circonférence en 19 parties égales; mais 
on a vu ci-dessus les moyens de réduire la difficulté à deux équa- 
tions du 3* degré. Au reste cette équation donnerait, entre ses ra- 
cines, des relations semblables à celles qu’on a vues dans d’antres 
exemples, mais elles deviennent moins intéressantes à mesure que 
le nombre n devient plus grand. 
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Nous avons sufTisamment développé les propriétés de la t'oiictioii 
égale à ; on pourrait développer semblablement celles de la 
fonedon égale à ™ais comme celle-ci résulte de la première 

en mettant simplement ^ — ç à la place de 9 , nous n’avons pas cru 
devoir entrer dans de nouveaux détails à ce sujet. 
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3g I 


S \ 1. Nouvelle démonstration de la lui de réciprocité qui existe 
entre deux nombres premiers. 


((>79) Soit/; ou aw + 1 un nombre premier quelconque, 2 excepté; 
.soit g l’une de.s racines primitives qui ■ répondent à ce nombre, de 
sorte qu’on ait g'-¥ i = 3 n.(/;); nous avons vu dans l’art. 609 , que 

1 

les am racines de l’équation X = o, où X , peuvent être 

représentées par la suite 

(O.(ê’). ((?'). {g') ig ). 

<lont chatjue terme (a) est l’expression de r», r étant une racine 

imaginaire quelconque de l’équation x '' — i = 0 . 

Soit^T" I® somme des termes de rang impair et z celle des termes 
de rang pair, en sorte qu’on ait 

J=(0+ (ê”') + (g’') + (g’') + 

= = (g-) + ig") + (g-‘) + (§■’) + {g'"-') ; 

on a trouvé dans l’art, cité deux formules pour déterminer r et s, 
l'une qui suppose p Ae la forme 4*+ >» l’autre qui le suppose de 
la forme 4 < ->- 3; ces deux formules s’appliquent aisément aux deux 
cas en leur donnant la forme suivante : 

1 )~] 

I>e signe ambigu qui s’y trouve dépend de la racine r qui peut être 
prise à volonté parmi toutes les racines de l’équation X = o ; n»ais 
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cette amhigiiité n’a aucune influence sur le résultat que nous allons 

exposer. 

Ap|>eloii.s P la difTérence^ — z ainsi exprimée 
nous aurons 

P = ±v/ 

(680) Soit maintenant q nu nombre premier quelconque, difle- 
rent de p, et supposons qu’on veuille élever le polynôme P à la 
puissance q. Cette puissance v-ontiendra d'abord les puissances q 
des difl'érents termes du polynôme P pris séparément; et comme la 
puissance q du terme («) ou r“ est ou (y«), on aura une pre- 
mière partie 

Q=(?)— (?«’) (îg’O- • • • + {qg'"~')—{qg — )■ 

Elle contiendra ensuite un grand nombre de produits partiels qui 
seront tous de la forme 7 Ar*, A étant un nombre entier et x un 
exposant aussi entier qui pourra être supposé moindre que p , puis- 
qu’on a rr =r I . 

Désignons par 2(7 A r-') la somme de tous ces termes , tant positifs 
que négatifs, nous aurons l'équation 

P? = Q-H 2(7Ar'). 

Maintenant , quel que soit le nombre premier 7 différent àep, on 
aura nécessairement • ou ~ — * ’ dans le premier cas 

7 serait ce qu’on appelle un résidu carré de p, et on pourrait sup- 
poser q=g"; dans le second 7 serait un non-résidu et on aurait 
q=g^', valeurs qui ont lieu en négligeant les multiples de p. 

(681) Soit I* * ou q—g"y l’exposant on étant toujours 

compris dans la suite o,a, 4 > 6 .. .om — 3, on aura 

Q={g")—ig'^')Mg '^)- • ■—ig'^')M')—(g)+(g')-- •—(«■”■')• 
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quantité dont les termes forment une suite rentrante sur elle-même 
où l'on pourra prendre (i) pour premier terme et qui se rétluira ainsi 
à (i ) — + de sorte qu’on aura Q=P. 


Soit a' 




on aura 


Q=(s’— ')— • ■ +(§*"■)— 

ou Q = — P. 

Donc on a dans les deux cas Q=^ ~^P,cequi donne l’équation 
générale 

' p7 = (?)P + y2(Ar^) 


OU 




P' — (I) 


^ P 

Substituant dans le premier membre la valeur de P, il se réduit à 


quantité toujours égale à un nombre entier.Quant au second membre 
il devra donc aussi se réduire à un nombre entier; et 

comme l’irrationnelle P=±V/[^( — i) * ] n’est pas divisible 
par q, il faudra que se réduise généralement à un entier A', 
de sorte qu’on aura 


f — l P — 1 f — -I 

Supprimant de part et d’autre les multiples de f , ce qui réduit 

f — t 

P * à l’expression ^tira enfin l’équation 



dans laquelle consiste la loi de réciprocité entre les deux nombres 
premiers p et q. 

II. 5o 
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Section 1. Méthodes nouvelles pour la résolution approchée des 
é(juations numéri<iues. 


Inous nous propo&ons de faire voir commeiit oo peut tiouver, 
avec tel degré d'n|)proximatioii qu’oii voudra, les racines réelles 
d'une équation proposée, sans qii’oii ait aucune connaissance pré- 
liminaire de la grandeur et du nombre de ocs racines. I<es méthodes 
que nous donnerons pour cet objet, ne sup]H>sent que des prépa- 
rations qui tiennent à la nature de ces méthodes, et peuvent s'ap- 
pliquer directement à toute équation proposée. La première exige 
ce[>endant qu’on connaisse une limite supérieure à la plus grande 
des racines; la recherche de cette limite est donc le premier objet 
dont nous allons nous occuper. 

Limites des Racines réelles. 

* 

i i) Il suffira de chercher la limite des racines positives; car en 
mettant — x à la place de x, ou changeant les signes <les termes de 
rang pair, les racines qui étaient négatives deviendront positives à 
leur tour; de sorte que la règle trouvée pour les racines positives, 
s'appliquera é^tAemerit, mutatis mntandis , aux racines négatives. 

Soit l’équation proposée du degré n , 

xi ± A,aT“'± A.a:*"' ± AjX*'* ± A, = o , 

dans laquelle i est le coefficient du premier tei nie, et A, est le coef- 
ficient du terme affecté de la puissance xi~'\ pour avoir la limite 
supérieure des racines réelles et positives, il faut distinguer deux cas. 

1 ° Si le second terme a un coeiricjeiit négatif qui i»e soit stiqrasaé 
par aiKun des autres oi^eiflicients n«%atifs; je dis que ce coefficient, 

50 . 
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augmenté d'une unité , sera plus grand que la plus grande racine 
positive. 

En efTet, si une valeur positive de x |K>uvait être plus grande que 
I + A. , ce serait dans le cas où tous les coeflicients seraient né- 
gatifs et égaux à A,, en sorte que l’équation à résoudre fiit 

x" — A,x^' — A.x""* — A,x^’ — A, = o. 


Mais dans ce cas même, si l’on fait x = i -H A,, on aura x* — 

= x*"' — A,x’"*=x^', etc. , de sorte que le premier membre 

se réduit à -t- 1 ; donc on a toujours x< 1 -t- A,. 

3* Si le plus grand coefficient négatif n’est pas celui du second 
terme, soient A, et A,, les deux coefficients négatifs pour lesquels 

« 4 

l/A, et l/A, sont les plus grands possibles; je dis qu’on aura tou- 

i à 

jours x<l/A,-hl/'A,. 

En effet, soit a le plus grand de ces deux radicaux , et b l’autre; 
U n’y aura, par hypothèse, qu’un seul terme négatif de l’équation 
représenté par — a'x^‘; tous les autres qu’on peut représenter gé- 
néralement par — seront tels qu’on ac=b pour l’un au moins 
de ces termes, et c pour tous les autres. Donc l’hypothèse qui 
rend x le plus grand est celle où l’équation à résoudre serait 

X" — ix*“' — — ù’x*“’ — b' I 

—ar-'{a’—b') 

Le premier membre se réduit à x* — x^'(«'— *i') — ^ et 

si l’on fait x = a + b , il devient 


■ ■ 

a 





<]uantité toujours positive, puisqu’on suppose a~^b , et qu’on a en 
général (a -h i)' > n . Donc la plus grande racine positive 

• 4 

de l’équation proposée est plus petite que a -HÙ, ou <l/A.-t-V/Aj. 
Si l’équation proposée n’avait qu’un seul terme négatif — A4X*~'; 


Digitized by Google 


SECTION I. 397 

à 

lu limite de x serait simplement I/A4, ce qui peut se vérifier im- 
médiatement. 


Définition des fonctions omales. 


(a) Nous appellerons fonction omale de x, toute fonction qui 
a la propriété d’étre toujours croissante ou toujours décroissante 
à mesure que x augmente dans le sens positif, depuis x=o jiis<|n'à 

T = CC . 

Nous supposerons toujours x jxisitif, et cependant la fonction 
omale, considérée comme l’ordonnée d’une courbe, pourrait être 
positive dans une partie de la ligne des abscisses, et négative dans 
l’autre ; mais nous ne considérerons que les fonctions omales qui 
demeurent constamment positives pour toute valeur de x, depuis 
x=o jusqu’à x = oo . 

11 suit de notre définition, que pour toute fonction omale 
le coefiicicnt différentiel est toujours de même signe, depuis 

x=o jusqu'à x= x> . Il sera positif pour les fonctions omales croi.s- 
santes , et négatif pour les fonctions omales décroissantes. 

( 3 ) On peut donner, comme exemples des fonctions omales, les 
valeurs suivantes de 9(x), dans lesquelles nous supposons tous les 
coefficients positifs. 


^ (x) = A X* -t- Bx**— ■+■ Car— .... -I- K , 
. ^ -+-C*— -f-K 

9 (X; = 


+ F + ? + 


, , A B 

= ; t-T-r— + 

a â-h ^ 


La première et la seconde sont croissantes, l’une depuis 9(0)= K 
jusqu’à 9(00 ) = 00 , l’autre depuis 9(0) = o jusqu’à 9(00) =oo ; la 

ABC 

troisième décroit continuellement depuis 9(o)=i-tr--t--^-4- - juS' 
qu’à 9(00)=!. 
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Si on trace la courbe qui a j)our équation cette courbe 

montera on descendra graduellement , depuis la première ordonnée 
9(0) jusqu’à la dernière 9(30), en sorte que la même ordonnée ne 
pourra jamais répondre à deux abscisses dififérentes. 

Douer étant un nombre positif donné compris entre ip(o) et 9 (oc ), 
l'équation c=9(dr) aura toujours une racitie positive, mais elle n’en 
jKMirra avoir qu’une. 

Si c n’était pas compris entre les limites 9(0) et 9 ( oo ) , l’équation 
c~<sf(x) n’aurait aucune racine positive. 

Jiésoiution de V Equation oniule c=9(x). 


(4) Imaginons qu’on décrive la courbe dont l’équation estjr'=9(.v), 
et supposons d’abord que la fonction 9(.i;) soit eroissanle, et qu’en 
même temps la courbe soit concave vers l’axe. 

Fi*. 1 Soit A le premier point de cette courbe, où l’on a a;=o,^=9(o); 
à la distance c de l’axe des x menons la droite CM parallèle à cet 
axe, laquelle rencontre en C l’ordonnée prolongée du jjoint A, et 
eu M la courbe A M ; il faut déterminer l’abscisse du point M qui 
sera la valeur <le la racine cherchée. 

Pour cela, menoits eu A la tangente A/-, qui rencontre en k la 
droite CJM, et ap{>elons k l’abscisse du point k; nous aurons en 

supposant = 9' (x), 


k = 


g — ?yO; 
9' {o) 


Par le poini k menons une j.)erpendieulaire à CX-, qui rencontre 
la courbe en n; au point n menons la tangente /iX', qui rencontre 
en k' la droite C M ; si on af]>pclle k' l’abscisse du point X', on aura 
de nouveau 

X'=x+îi:#/. 

? (X| 


Déterminant de même X" par l’équation 

/." . g ? ) 

^ -^ -W) • 
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et ainsi de suite, il est évident que la limite vers laquelle <'oiiver}»eiit 
les termes de la série croissante k , k', k", etc. sera la valeur cher- 
chée de X. 


On voit donc que pour résoudre réc|uation omale c=^(jr), il lan- 
dra calculer successivement les quantités k,k' , A-", etc. d'après les 
formules 


k 


c— 9(») 

ç'(o) 


k' =k + 
k" = k' + 


g— 9W 
9'(*') ’ 


etc. 


et la dernière des quantités k , k', k", etc., ou la limite vers laquelle 
elles tendent, sera la valeur de x. 

(5) Il est bon de remarquer, i” que les premiers termes de la 
suite k, k’ , k", etc. n’ont pas besoin d’être calculés très-exactement; 
ce n’est que lorsqu’on est parvenu à deux termes peu différents l’un 
de l’autre, qu’il importe de continuer le calcul avec toute la pré- 
cision qu’on veut obtenir dans le résultat. 

a" Que si on sait d’avance que x doit être "^k, alors il faudra 
supprimer la première des équations de l’article précédent , et partir 
de la valeur donnée k pour déterminer toutes les autres k\k", etc., 
ce qui abrégera le calcul. 

(6) Supposons maintenant que 9 (x) soit une fonction décroissante, t ^ >■ 
teJle cependant qu’on ait 9(0) égale à une quantité finie; alors la 
construction se fera comme elle est indiquée dans la figure a ; et parce 
que 9' ’(x) devient négatif dans ce cas , les formules pour calculer suc- 
cessivement k, k', k", etc. devront être écrites comme il suit : 


— -9'(o) > 

L' — L. 9ik)—C 

* — * + 

l"—k' I 9(k')—c 

etc. 
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Ou fera d'ailleurs, pour ce cas, les mêmes observations que dan» 
l’article précédent. 

Un troisième cas à considérer est celui où la fonction ç(x) est 
décroissante, mais telle qu’à l’origine des x, on ait ç(o) = oo . Dans 
ce (ras, il faut (]u’en supposant x infiniment petit, la valeur de 9(x) 
se réduise à la forme Ax~“ + etc. On aura donc Ax~“<c, et par 

conséquent x>|/'-. Cela posé, il faut prendre A = l/ f-j , et par- 
tir de la première valeur x = k pour calculer ensuite les termes 
k", etc. par les formules de l’article précédent. La limite de ces termes 
sera la valeur cherchée de x. 

Tl peut y avoir d’autres cas que ceux qui sont représentés par les 
figures i et a; nous les examinerons ci-après, article yS. 


Méthode pour avoir la plus grande Racine positive d’une équation 

proposée. 


(7) Pour écarter toute difficulté étrangère à notre objet, nous 
supposerons constamment que l’équation proposée n’a point de 
racines égales, et quelle n’est point divisible par x. Cela posé, on 
commencera par déterminer la limite supérieure des racines posi- 
tives, comme il a été dit dans l’article i. Soit a cette limite; on 
aura donc la racine cherchée x < a. 

Si on fait passer dans le second membre de l’équation proposée 
tous les termes négatifs, cette équation prendra la forme suivante : 

x"^i etc.) = ax^'-»-ùx’^"-»-cx’“'~‘-i-etc., 


où tous îtes coefficients sont positifs et où il faut observer que les 
deux polynômes ne peuvent être complets , sans quoi la même puis- 
sance de X se trouverait à-la-fois dans les deux membres. 

Cela posé, si l’on fait 


ç(x) = 


ax^ +bx"~ 


/ g !> 

+ — r-4-etc. 
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la fonction ^ (x) sera une fonction omale croissante de x , et on aura 
à résoudre l’équation .t* = ç(x). 

Pour cela supposons que l’on construise sur la même ligue des Kig. s. 
abscisses, et dans le sens positif seulement, les deux courbes dont 
les équations sont j=x", j=:9(x); désignons par P le point d’in- 
tersection de ces deux courbes qui répond à la plus grande racine 
x=r;la racine r étant plus petite que a, si on fait x=a dans ç(x), 
on aura une ordonnée 9 (a) plus grande que l’ordonnée r' du point 
P; car ç(x) étant une fonetion omale croissante, si l’on a a> r, il 
faut qu’on ait aussi 9 (a) > ç (r) , ou 9 (a) > r’. 

Soit n le pointde lacourbejt'=9(x) qui réponfl à l’abscisse xî=a; 
si on mène par le point n une parallèle à la ligne des abscisses qui 
rencontre en m la courbe^=x“, l’abscisse correspondante au point 

m étantnommée a, l’ordonnée en m sera (a*)*; ainsi on aura (a')"— 9(a), 

» 

et par conséquent a' =1/9 (a). 

Comme on a 9(«) > r*, il s’ensuit qu’on a aussi a'> r; mais a' est 
plus approchée de r que a. 

L’abscisse a! détermine sur la courbe ^=9 (x) un secgnd point n 
dont l’ordonnée est 9 (a') ; si par ce point on mène une parallèle à la 
ligne des abscisses qui rencontre en /n' la courbe _y=x", l’abscisse 

correspondante au point m étant nommée a" , on aura a"=V/ 9 (a') , 
et l’abscisse a" sera encore plus grande que celle qui répond au point 
d’intersection P , mais elle doit en approcher plus que a'. 

Il est inutile d’entrer dans de plus grands détails , et on voit qu’en 
partant de la limite supérieure a > x, si on calcule les termes suc- 
cessifs a’, a", etc. par les formules 

8 = 1/9 (a), a"=V/ 9 («)> “”=1/9(0» 

la plus grande racine positive r de l’équation proposée sera la limite 
vers laquelle convergent les termes de la série décroissante a, a', 

> ) a , etc. 

Cette suite devra être plus ou moins prolongée, selon qu’on veut 
II. 5 i 
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obtenir une plus ou moins grande approximation ; mais en général 
la convergence deviendra manifeste après un petit noml)re de termes. 

(8) r,cs premiers termes de la suite a, a, a", etc. pouvant être fort 
éloignés de la racine que l’on cherche, il ne sera pas nécessaire de 
calculer avec beaucoup de précision ces premiers termes ; mais lors- 
que deux termes consécutifs commenceront à différer peu l’un de 
l’autre, il faudra augmenter progressivementlenombredes décimales, 
juscpi’à ce qu’on obtienne deux termes consécutifs qui ne different 
que dans l’ordre de décimales qu’on vent négliger. Pour parvenir 
plus promptement au résultat, on pourra enij^oyer le moyen suivant. 

Désignons par a , a, a" les trois dernières valeurs approchées de r; 
aux points de l’axe qui correspondent à ces abscisses, menons des 
ordonnées p, p ,p" égales respectivement aux distances m;»', /w'/i", 
ni'n", qui ont pour expression «" — ?(«), «’* — ?(«)i — ?(“”); 

l'aisons passer une courbe parabolique par les extrémités de ces 
ordonnées, et soit j = .A — Bz-t-C*‘ l’équation de cette courbe, 
2 étant l'abscisse comptée du point où a;=«. On aura, pour déter- 
miner B, C, les équations 

P =A, 

P = A — R(« — x’) + C(a — a’)* , 

A— B(b — «O"*" 

Faisant ensuite y=o, on au r. a 

a A 

n + 4.Aq ’ 

fl’où l’on tire l'abscisse cherchée du point d’intersection r=« — z. 

(9) Si l’équation proposée ne devait avoir aucune racine positive, 
on trouverait que la suite o, b', b", a'", etc. n’a point de limite, et 
que les termes décroissent successivement jusqu’à devenir nuis. On 
n’en conclura ce{>endant pas qu’il y a une racine égale à zéro, car 
cette racine est toujours exclue. 

On peut d’ailleurs, pour abréger le calcul, chercher d’avance 
la limite inférieure des racines positives. Il faut pour cela faire 
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x = i, et après avoir trouvé, par la méthode de l'article i, la li- 
mite 3iij)érieiire de z, qu’on appellera X, on en conclura que la plus 
petite valeur positive de a; est > ^. Donc , dès que la suite a, a, a", 

etc. descendra jusqu’à un terme on sera sûr que la racine cher- 
chée n’existepas. Ce procédé s’applique au cas oii , ayant déjà déter- 
miné toutes les racines positives r, r, r", r"', etc., la recherche d’une 
racine de plus doit conduire à une impossibilité. 

Manière de trouver les autres racines positives de la meme é<pmtion. 

(lo) La plus grande racine r étant trouvée, nous chercherons 
d'abord celle qui la suit immédiatement par ordre de grandeur, et 
que nous désignerons par r. 

Pour cela, le moyen le plus simple est de revenir à l’équation 
primitive X=o, et de diviser son premier membre par ,r — r/oii 
aura l’équation du degré n — i qui contient les autres racines , parmi 
lesquelles celle que nous cherchons maintenant, et que nous avons 
désignée par r’, est la plus grande. 

T.#a nouvelle équation à résoudre pourra être mise sous la fornte 
ar*"' = (}i (a;) , iji (x) étant une fonction omale de x. On procédera donc 
à sa résolution par la même méthode qui a été suivie pour l’équa- 
tion *“= ç (x) , et en observant que la limite des racines est connue 
d’avance, puisqu’on doit avoir r'< r. 

Il est clair qu’en continuant ces opérations on trouvera succes- 
sivement les autres racines positives r", r", etc., s’il en existe: et 
lorsque la racine cherchée n’existe pas , le calcul en manifestera de 
lui-même l’impossibilité, comme nous l'avons remarqué dans l’ar- 
ticle 9. 

(i j) La division de l’équation proposée par x — r peut s’exécuter 
de la manière suivante. 

En prenant la même valeur de (x) que dans l’article 7 , l’étjua- 
tion proposée x"=9 (x), exprimée de la manière ordinaire, est 

5i. 
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x“ 4- fx'~' + gJ^' + etc. — a ar*“' + b + c 4- etc. 

Soit le premier membre =P(x — r')+/>, et le second = Q(x — r)4-<y, 
P et q étant les restes de la division des deux membres parx— r; 
puis({ue la valeur x = r satisfait à l’équation , on devra avoir p — q, 
et par conséquent l’éfjuation du degré n — i qui reste à résoudre, 
est P = Q. 

Soit 

P = x*“' /t'x'“*4- etc., 

g = dxT-^-' 4- h' .c^*-’ 4- ex'-'-’ 4- etc. ; 

on aura évidemment 


g'=g+f 

U = h-ygr, 
etc. 

Nous aurons donc l’équation 
jT" -K-f x"“’4-g^'x’“’4-etc. = «'x’"'“'4-6'x^"’4- c'x*"^’4-etc. , 


rt CL f 
b' =h 4- CL V , 
c' = c 4- b' r , 
etc. 


que l’on peut mettre sous la forme a^' — ç, (x), en prenant une nou- 
velle fonction omale ç,(x), ainsi exprimée : 

tix*-*-' 4- V X^'-’4- c'x”-*-’4- eic. 

/' K' 

I "I” — — - "4~ €tc. 

X X 




Il faut observer cependant que comme le polynôme ,xf~' J" af~' 
4-g'’x^’ 4- etc., contiendra nécessairement toutes les puissances de x 
inférieures à n — i , il y aura des réductions à efTectuer entre les derniers 
termes de ce polynôme et ceux du polynôme -t-i'x’“*~’ 4 -etc. 

En général , dans la valeur de p, (x) il faudra ré-duire le terme M x"“*~* , 
pris dans le numérateur, avec le terme Nx”^—, pris dans le déno- 
minateur, et porter la différence des coefficients où il y aura excès, 
c’est-à-dire mettre (M — N) x*~^ dansle numérateur, si on a M>N, 
et (N — M)x"^ dans le dénominateur, si on a .M < N. 
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Q'ttc opération étant faite, on aura à résoudre l’équation 
dont on sait que la plus grande racine r' doit être < r. Connaissant 
cette seconde racine r' , on procédera sendtiahlenient pour avoir la 
troisième r", et les suivantes, s’il y a lieu. 

(12) La méthode que nous venons d'indiquer s’aj>plique de même 
aux racines négatives; ainsi on peut trouver par son moyen toutes 
les racines réelles d’une équation numérique : peut-être cette mé- 
thode est-elle ce qu’on peut proposer de plus simple et de plus gé- 
néral pour la résolution des équations numériques, nu moins tant 
qu’il n’y a pas de circonstance particulière qui puisse aider à trouver 
les racines. 

On pourrait, sans changer la forme de l’équation proposée ar“=ç(x), 
trouver successivement toutes ses racines, au moyen d’une construc- 
tion géométrique qui ferait connaître les divers points d’iatersec- 
tion P, F, F', etc. des deux courbes_y=a:", j = ç(.r); mais la dé- 
termination du second point F, et en général de tous ceux tpii ont 
un rang pair, serait beaucoup moins facile que celle du premier 
point P et de tous ceux dont le rang est impair. Et puisque tout 
embarras peut être évité par les divisions successives ou les opéra- 
tions équivalentes que nous avons indiquées , nous nous abstiendrons 
d’entrer dans d’autres détails sur ces recherches. 

Seconde méthode pour la résolution des équations numériques. 

( 1 3 ) Étant proposé l’équation du degré n , 

.c“ -t-y’-c'”' + lix’~' -t- etc. = 0, 

dont nous désignerons le premier membre par F (x) , prenons un 
nombres de facteurs i + x , 2 + x, 3 -i-x,...n + x, et supposons 
que le premier membre soit divisé par le produit de tous ces fac- 
teurs; on aura d’abord le quotient 1 égal au coefficient du premier 
terme, ensuite on pourra supposer que le reste est décomposé en 
fractions partielles, de manière que l’équation proposée prendra 
la forme 
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I 


l-y-X 


(») 

a-+- JJ 


(3) 

3 4-JT ' ’ ’ 


+ 


(«) 

n -J-ar 


O, 


dans laquelle ( i ) , (a) , (3) , etc. sont des coefficients qu’on déterminera 
de la manière suivante. 

Soit en général x-\-k l’un des facteurs + + 

et Q(a;) le produit de tous les autres; on pourra faire 

{x+k)Çi{x)— ' ■^4r + î’^Q(x)’ 


ce qui donne h = — Soit. dans eette équa- 
tion, x = — k, on aura 


m_ F 

* ~Q(— '*•) ’ 


c’est l’expression générale du numératsur de la fraction partielle qui 
a pour dénominateur k-^ x. 

Dans cette expression, Q( — h) est le produit de tous les facteurs 

(i — k) (a — A) (3 — k) {n — k), excepté celui qui devient zéro 

.pour une valeur déterminée de k. Ainsi on aura successivement 


Q( — i) = i.2.3....n — I, 
Q(-a) = -;^,Q(-.), 


<^(-3)=üzr^Q(-», 


Q(-4)= 

etc. 


1 . 3.3 

n — I .n — 3.» — 3 


Q(-0, 


De sorte que Q( — k) sera positif pour toutes les valeurs impaires de 
et négatif pour les valeurs paires. 

Si F (x) reste constamment positif pour toutes les suppositions 
x== — I,— a, — 3. . . . — n,il est visible que le coefficient (A) aura 
le même signe que Q(-^A) , c’est-à-dire qu’il sera positif pour toutes 
les valeurs impaires de k, et négatif pour toutes les valeurs paires. 
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T^e contraire aura lieu si F(a;) reste constamment négatif dans 
toutes oes supf>osition 8 . 

Mais cet ordre sera troublé si F (jt) ne conserve pas le même signe , 
dans les diverses suppositions x — — i , — 2 , — 3. . . — n; en gé- 
néral, si F ( — A) et F( — Æ — i) sont de signes contraires, ce qui 
indiquerait une racine négative entre .r= — 4 et x= — A — i , les 
coeflicients (X-) , (A -j- i) seront de même signe ; et ils seront toujours 
de signes différents si F( — 4) et F ( — i — i) sont de même signe. 

( 1 4) Désignons en général par - , etc. les termes 




dans lesquels (^) est positif, et par 


B B- 

6 -h i' -t-x ’ 


B" 

A"-hx 


, etc. ceux dans lesquels (i) est négatif ; si on fait 


9(x) 

+ (x) 


A 

a-t-x 


+ 


B 

ê-J-x 


+ 


A' 


a-+-x 

B' 




A" 

a"-l-x 

B" 

i"-f-x 


+ etc. , 
-h etc. , 


l'équation proposée se réduira à la forme 

où 9 (x) et (x) sont deux fonctions omales décroissantes de x.. 
Cette équation peut aussi être représentée par 

r \ r n 

en désignant par la somme dos termes qui composent 9 (x) , et 

par /Æ. une somme semblable pour |(x). 

Suivant ce qui a déjà été dit, on voit, i* que les diverses valeurs 
de a seront tous les nombres iin[>airs, et les diverses valeurs de h 
tous les nombres pairs moindres que n , si F (—4) est constamment 
positif; a* que l’inverse aura lieu si F ( — A) est constamment négatif; 
3* que cet ordre ne peut être troublé que lorsque F ( — 4) et F(— 
sont de signes différents , auquel cas les deux termes qui ont pour dé- 
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nominatcurs A- 4- a:, A + 1 4 - ar ap|>artiennent à une même fonction 
ç(ar) ou i|i(a;). Donc quand il arrive que deux dénominateurs consé- 
cutifs A 4 - X , A -f- 1 4 - X se trouvent dans la même fonction ç (x) ou 
•Il (x) , on en doit conclure qu’il y a une racine négative entre x= — A 
et X = — A — I . C’est d’ailleurs ce qu’on peut démontrer immédiate- 
ment. En effet, supposons, par exemple, que dans 9 (x) se trouvent les 
A” A"' 

deux termes = H— — ; si on fait successivement x— — 3 — u, 

3 -t-a: 44-x’ ’ 

x = — 4 -t-w, <0 étant infiniment petit, on obtient deux résultats, 

dont l’un est infini positif et l’autre ûifini négatif. Donc il y a une 

racine entre — 3 et — 4- 

(i5) Maintenant pour procéder à la résolution de l’équation ainsi 
exprimée par deux fonctions omales simples, il faut imaginer qu’on 
construise, dans le sens des x [>ositifs seulement, les deux courbes 
qui ont pour équations j=t 4 - 9 (.f) ,y=ij/(x), et les diverses in- 
tersections de ces courbes donneront les diverses racines positives 
qu’on veut déterminer. Prenons d’abord une idée de la figure de 
ces courbes. 

rig . 4 Soit OX la ligne des abscisses commune aux deux courbes, O 
'' l’origine des x; la première et la plus grande ordonnée de la courbe 
I 4 - 9(x) est représentée par O A = 1 -t- 9(0). Passé le point A, 
l’ordonnée diminuedeplusen plus, à mesure cpie l’abscisse augmente; 
elle finit par être égale à i , lorsqu’on faitx = oo . Ainsi en prenant 
OC=i , et menant par le jmintC une parallèle à la ligne des abscis- 
ses, cette parallèle CL sera l’asjTnptote de la courbe _y= i 4 - 9 (x). 

L’autre courbe (|/ (x) , représentée par B P L , a jx)nr première 

et plus grande ordonnée BO = tj»(o). Passé le point B, l’ordonnée 
diminue continuellement et devient zéro lorsque x=x>. Cette 
courbe a donc pour asymptote la ligne des x. 

fl 6) De cette description sommaire on peut déjà tirer plusieurs 
conséquences relatives au nombre et à la limite supérieure des ra- 
cines positives. 

i*Si l’on veut déterminer le point L où la courbe _y=i}/(x)ren- 
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contre la droite C L qui est l’asymptote de l’autre courbe_y= i + ç(x), 
il faudra résoudre l’équation oniale 

t=4-(x). 

Soit X la valeur de x tirée de cette équation , par la méthode de 
l'art. 6; il est évident que s'il y a des intersections entre les deux 
courbes, elles ne peuvent avoir lieu qu’en-deçà du point I^. DoneX 
est plus grande que la plus grande racine de l’é<]uation proposée. 

Si donc l’équation proposée doit avoir m racines positives, il 
faut que l’arc BL soit coupé en m points par l’autre courbe. Ces 
intersections ne peuvent guère être rendues sensibles dans la con- 
struction graphique des deux courbes, convexes d’un même côté, 
à moins d’opérer sur une très-grande échelle, mais il suffit pour 
notre objet d’en concevoir la possibilité. 

a* Si l’ordonnée du point B est plus grande que celle du point A, Fig- 1 
c’est-à-dire, si l’on a 4»(o)>i -1-9(0), il y aura nécessairement nu 
moins une intersection. En général le nombre des intersections, qui 
est celui des racines positives de l’éfjuation proposée, devTa être im- 
pair, puisque la courbe BL, qui d’abord est élevée au-dessus de 
l'autre courbe, passe nécessairement au-dessous dans la région du 
point L. 

3 * On ne peut avoir i|i (o)= i -p ç(o), c’est-à-dire que le point B 
ne peut pas coïncider avec le point A, parce qu’alors on aurait la 
racine x = O, cas qui est exclu, ainsi que celui où l’équation pro- 
posée aurait des racines égales. 

4 * Il ne reste donc à considérer que le cas de t]< (o) < H- 9 (o). Alors Fig. 5. 
le point B étant situé au-dessous de A , s’il y a une première inter- 
section , il y en aura nécessairement une seconde, et en général le 
nombre des intersections devra être pair. 

5 * S’il arrivait qu’on eût ô(o) < i, le point B tomberait au-dessous 
de C ; il n’y aurait donc alors aucune intersection , ni par conséquent 
aucune racine positive. 

(17) "Voici donc les symptômes des différents cas généraux qui 
peuvent avoir lieu. 

II. 5a 
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r Si l’on a *+?(o)> l’équation pro|>osée aura an moins 

tine racine positive; elle pourra en avoir trois, cinq, et en général 
nn nombre impair. 

2" Si l'on a <j/(o)< i -1-9(0), l’équation proposée n’aura aucune 
racine positive, ou elle en aui-a un nombrs pair. 

’I” Si l’on a i}<(o) < I , l’équation proposée n’anra aucune racine 
positive. 

Venons maintenant à la résolution cn'cctivcde l’équation proposée; 
elle consiste à déterminer les valeurs numériques des racines positi- 
ves, ou à prouver «|u’il n’existe aucune de ces racines. 

Il y a deux manières de faire ces calculs ; l’une en commençant par 
la plus grande racine, l’antre eti commençant j>ar la plus petite. Nous 
allons exposer ces deux moyens successivement. 

Recherche tic In plus gi'onde racine. 

Kif. 6. (t8) On connaît déjà la limite de la plus grande racine, par la 

résolution de l’étination omalc i=|(x); cette limite est l’abscisse 
du point II. 

Soit k le |>oint de la courbe )•= i -t- 9(.r) qui a la meme abscisse 
que le point L; si jiar le |>oint k «)ii mène une parallèle à l’axe qui 
rencontre en i la courbe = (.r), et qu’on appelle a l’abscisse du 
point i, on déterminera a en résolvant l'équation i + 9 ( 5 .)= <{'(«)■ 

Soit ensuite k' le point de la couiije PA qui a la même abscisse que 
le point i, et dont l’ordonnée est par conséquent 1 + 9 (a); si par le 
IK)int A' on mène une parallèle à l’axe qui rencontre en i' la courbe 
_y==(i|(a;) , et qu’on appelle a' l’abscisse du point i', on déterminera «' 
par l’é“quation i -t-9(a) = i{/(a'). 

De là on voit qu’il fatit calculer successivement les quantités , «, 
etc. par la résolution des équations 

i = Kx); 

I -H 9(>.) = ,),(«), 

9 (“) = + (“')» 

I - 4 - 9 (a) = {.(«"), 
etc. , 


Digitized by Google 


SECTION I. 


t\ii 

Pt le dernier terme de la suite décroissante X,a,o',a", etc. sera la 
valeur de la racine cherchée r. 

Nous remartjucrons comme ci-elessus, que le calcul des termes 
X, a , a', a", etc. n’exige heaucouj) de précision que lorsqu’on est par- 
venu à deux termes consécutifs très-peu différents l'iin de l’autre. 

Nous remarquerons encore qu’au moyen du dernier terme trouvé, 
qui approche déjà beaucoup de la valeur de x, on peut achever le 
ealcul de la manière suivante. 

Soit/.i ce dernier terme, etsoit — (d,oj ne pouvant être qu’une 
très-petite quantité, si on substitue cette valeur dans rér{uatinn pro- 
posée 1 -t- ç(*) = \l((a:), le résultat sera de la forme 

e = h w -t- ( ■ w* , 


où l'on a fait, pour abréger, 

«=!+?(/') — 'H/’). 

On aura donc, en négligeant seulement les quantités de l’ordre t’. 


F, G!* 


et de là x = p — (d. 


Détermination de la plus petite racine. 

(19) Il y a deux cas à considérer, .selon f[ue 1 -1- 9(0) est plus petit 
ou plus grand que (o). 

Premier cas, i -t- 9(0) < i|i(o). Alors le point A, origine de la Fig. 4.’ 
courbe i -t- 9(0:), étant situé au-dessous du point B, origine de 
la courbe y~']/{x'), je mène A b parallèle à l’axe qui rencontre en b 
l’autre courbe. Soit « l’abscisse du point b , on trouvera a en résolvant 
l’équation omale i -+- 9(o) = t}>(a), et « sera une première approxi- 

5a. 
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ination vers la moindre racine a? = rqni est l'abscisse du premier 
point d'intersection P. 

L’ordonnée menée au point h coupe la courbe inférieure en uii 
j)oint a dont l’ordonnée = i -h ç (a). Par le point a menons une jw- 
rallèle à l’axe qui rencontre la courbe supérieure en U \ si on appelle 
a' l’abscisse du point h\ on trouvera a' jwr la résolution de l’équation 
I +ç(a) = t)>(â'). Continuant ainsi indéfiniment, on voit fjue l’ab- 
scisse qui convient au point d’intersection P, sera le dernier terme 
lie la .suite a, a”, etc. 

Doue pour avoir la plus jietite racine x=.r, il faut déterminer 
successivement lea termes etc. parla résolution des équa- 

tions omales 

I + ç(o) = <l/(a), 

I 4- V {«) = !{-(*')» 

I + (p(a') = «;i(a"), 

etc., 

et la dernière des quantités croissantes a , a , a", etc. , ou la limite vers 
laquelle tendent ces quantités, sera la racine cherchée a: = r. 

5 ( 20 ) Second cas, \ 4 - 9 (o) > l (o). Alors le |)oint B étant situé 

au-dessous de A , on mènera par le point B une parallèle à l’axe qui 
rencontrera en a la courbe supérieure A P, Soit a l’abscissedu point a, 
on trouvera « en résolvant l’équation omale ^(o)=i 4-ç(a), et a 
sera une première approximation vers la racine cherchée. 

L’ordonnée au pointu rencontre la courbe inférieure en un point 
h dont l’ordonnée =il((a). Par le point h menons une parallèle à 
l’axe qui rencontre en a la courbe supérieure; si l’on appelle «' 
l’abscisse du point d, on trouvera «' en résolvant l’équation omale 
4,(«)=I 4-9(«')- 

On voit maintenant, sans entrer dans de plus grands détails, que 
si on détermine successivement les termes «,a,a",etc. , par les 
équations 
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« i},(o)— 1 = 9 («), 

'K“)~ >=?(“)» 

K») — ' =?(“"). 

etc., 

le dernier terme de la suite «, a', a", etc. sera la valeur cherchée de 
la plus petite racine x — r. 

(ai) Dans les deux cas, la difficulté se réduit toujours à résoudre 
un certain nombre d'équations onialcs simples, par les formules 
de l’art. 6. Nous avons d’ailleurs observé que les premiers termes 
de la suite a, a', a", etc. n’oht pas besoin d’être calculés avec beau- 
coup de précision; ainsi , à cetégard, les calculs peiiventêtrenotable- 
ment abrégés. On voit ensuite par la nature de ces opérations , que 
les points a, à , a", s’approchent rapidement du point d’intersec- 
tions P; de sorte qu’on n’aura jamais à résoudre qu’un petit nombre 
d’équations omales simples. D’ailleurs la détermination de la limite 
pourra être abrégée, si on le juge à propos, parle procédé de l’art. i8. 

Il pourra aiTiver aussi qu’on sache d’avance que la racine cher- 
chée r est plus grande qu’une quantité connue X; dans ce cas, on 
partira de la valeur a =X pour déterminer toutes les autres a', a", etc., 
ce qui abrégera le calcul. 

Nous observerons encore que dans le second cas, il pourrait ar- 
river qu’on ne trouvât pas de solution; alors la suite 4 '(b), «['(«O» 
etc., dont le premier terme est >• i , en offrirait bientôt un 
<i , ce qui prouverait qu’il n’y a aucune intersection entre les deux 
courbes, ni par conséquent aucune racine positive de l’équation 
proposée. 

La détermination de la plus petite racine peut être effectuée par 
une suite plus convergente que celle dont nous venons de montrer 
l’usage ; mais avant d’exposer cette seconde solution , nous avons à 
résoudre le problème suivant. 
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De l'intersection d’une droite fjuelconquc avec la courbe o/nalr 


(aa) Soit BNG la courbe décrite d’après l’équation 
i(x) étant une fonction oinale simple qu’on jx:ut reju'ésenter par 

y* 5 -^—. Soit F un point donné sur le ])rolongement de l’ordonnée 

<lu point \ ; si par le point F on mène sons un angle donné N FG, 
la droite F G qui rencontre la courbe au point G, il s’agit de déter- 
miner l’abscisse du point G. 

Soit yfabseis-se donnée du point F, la distance donnée FN=c, 
et ni la tangente de l’angle (jue fait la droite F G avec l’axe; si on 
ap|>ellexl’abscissedu [joint G, on aura [lourdéterminer x, l’éqiiatiofi 


m : 




( )r je remarque que le second membre de cette é<|uation est une 
fonction omale décroissante de x ; car à njesure que x augmente , 
ou à mesure que le (Kjint (î avance sur la courbe dans le sens des x, 
il est visible que le second membre qui représente la tangente de 
l’angle que fait F G avec la parallèle à l’axe menée par le point F, 
diminue continuellement. Au reste cette fonction peut être présentée 

/ • U 

b+x' 

si on observe qneji = , on pourra f.ire 


♦ /)/(, 


H+f J JJ{b+f){b+x)' 

r B 

et comme la même chose’ que l’équation à résoudre 

se réduira à cette forme 


(>) 


m 


_ c f C 
X— /■*■ / i-t-x ’ 


où l’on a fait, pour abréger, C = 

Comme x doit être plus grand que f, on voit que le second membre 
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de cette é(]iiiition est en effet une fonction oniale simple de x, à 
compter de j’observe de plus que cette fonction étant infinie 

lorsque x-=f, et nulle lorsque a: = oc , l’équation sera toujours jjos- 
sible,quel que soitm, pourvu qu’il soit positif;c’cst-à-dire, pourvu 
que la droite F G soit menée par le point F , de manière à rencontrer 
l’axe dans la partie indéfinie f%. 

Nous remarquerons encore que si l'on a c = o, ou si le point F 
coïncide avec le point N, alors l’équation à résoudre devient 

( 2 ) 

c’est l’équation qui détermine le point d’intersection de la courbe 
y=Kx),avec la droite mené*ej)ar un point N de cette courbe, en 
sorte qu’elle fasse avec l’axe des x, un angle dont la tangente =.m. 

(3.3) Dans le cas oùc n’est pas nulle, la résolution de réquation(i) 
se rapporte à l’art. 6 , et il faudra , pour effectuer la solution , con- 
naître une première valeur approchée de a:. Or puisqu’on doit avoir 

w > résulte x > y-f- £ : on petit donc partir du premier 

terme ^ , pour calculer successivement les autres termes 

A’", etc. , dont la limite est la valeur cherchée de x. 

(34) peut encore déterminer l’abscisse du point d’intersection 
G par le procédé suivant. 

Par le point N menez une [varallèlc à l’axe qui rencontre la droite 
F G en I ; du point I abaissez une perpendiculaire à l’axe qui rencon- 
trera la courbe au point N'; par le point N' menez de même NT' 
parallèle à l’axe, puis l'N" perpendiculaire , et ainsi de suite. Soit f 
l’abscisse du point N',/"" celle du point N", etc., on calculera les 
termes successifs y',/”, etc. par les formules 


/' =y 



/"=/' + 



etc. 
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et il est visible que la limite vers laquelle tendent les termes de la 
suite etc. sera la valeur cherchée de l'abscisse du point G. 

Cette méthode est plus simple que la précédente; mais elle ne peut 
être employée lorsque c=o; elle ne peut pas l’être non plus lorsque 
/n=o,c’est-à-dirc lorsque la droite F G est parallèle à l’axe, parce 
qu’il n’y a point d’intersection dans le sens où x est > f. 


Seconde manière de déterminer la plus petite racine. 

(a 5 ) Nous supposerons qu’on a |(o) > i 4-9(0), parce que, dans 
«•e cas, l’é(juation t + 9(x) = |(o;) a toujours nu moins une racine 
positive. 

ï's * Par le premier point B de la courbe j=^(x), soit menée la tan- 
gente Ba qui rencontie en a la courbe^= 1 -t-9(.r), et soit «l’abscisse 
du point n, on trouvera, par la formule de l’art, aa, que a est la 
racine de l’équation 

— + J, 

dans laquelle on a c = i|'(o) — • — ?(°)» fonction omale 

/ a(« + déduite de la fonction 9 (x) =J ~ - , en divisant chaque 

terme de celle-ci par la valeur correspondante de a. 

On appliquera donc à cette équation les formules de l’art. 5 , en 

prenant pour première valeur de A , d’après l’art. G, A = 

Par le point a ainsi déterminé , menez une perpendiculaire à l’axe 
qui rencontre la courbe su|>érieure en b; au point b menez la tangente 
b a' qui rencontre la courbe inférieure en a', et ainsi de suite. 

Si on appelle a, etc. les abscisses des points a', a", etc. , on trou- 
vera que les différents termesa,*', a",etc. se déterminent par la réso- 
lution des équations successives 

-V(o)='l'W— -?(°)^ 






X — a 

1—9 (a ') 


etc. 




+ JT 

+ »’) 
a-t-x ’ 


d’où X — a, 
d’où X = a', 
d’où x=!i, 
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el la limite vers laquelle convergent les termes de la suite croissante 
O , ■ , a", etc. , sera la valeur de la plus |)etite racine cherchée. 

Au reste ces formules étant moins simples que celle de l’art, iq, 
lions nous bornerons au cas qui vient d’étre résolu, et nous n'exa- 
minerons pas celui ou l’on aurait i}i(o) •< i 9(0). 


Connaissant la plus grande on la plus petite racine positive, 
déterminer toutes les autres. 


(a 6 ) On pourrait chercher successivement toutes les racines par 
les intersections des deux courbes que nous avons tracées, sans 
changer la forme de l’équation proposée qui détermine ces courbes. 
Maisll est beaucoup plus simple, après avoir trouvé la racine 3:=/-, 
de supprimer de l’équation proposée le facteur x — r, afin d'avoir 
l’équation du degré immédiatement inférieur, qui contient les autres 
racines, et dans laquelle rsera la limitede la racine r’qui doit suivre 
immédiatement r. Voici le procédé qu’il convient de mettre eu usage 
pour cet objet. 

Nous avons supposé que l’équation proposé du degré /test divisée 
par le produit (i + x) (2 -l- a;). . . .(/t -t- x),afinde mettre cette équa- 
tion sous la forme i -t- 9(a:)=i}-(x). Lorsque le degré de l’équation 
se réduit à /i — i , on doit donc faire disparaître le plus grand dé- 


nominateur n + x , afin que le plus grand de ceux qui restent soit 
n — I + X, conformément au degré de l’équation. Pour cela il faut 
multiplier par /t-t-Æ- les différents termes de l’équation i -»-9(x)=t(i(a;), 
et faire en sorte que le produit soit divisible jiar x — r. 

Or on a ■ J’ donc si on fait 

û-l-x a-\~r (fl -f- r) (a H- x) ’ 

Af/i — f?) 


a-{-r 


a-\-x 

: A,, on aura 


a -\-r 


-f 


II 


? = (« + '•) fâ 

! en faisant — = B, , on aura 
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Substituant ces valeurs et observant qii'on a et 

■j—^^=z^{r), l’équation i + 9 (x) = iJ/(æ) deviendra 

n + a; 4 - (« + r):f{r) + (r— a-) + r)+(r) + {r—x) 

Mais puisque la valeur x— /'satisfait à l’équation 1 4-ç(.r) — i}i(a;), 
on a I ç(r)=(|>(r); effaçant donc dans l'équation précédente les 
termes cjui se détruisent, et divisant le reste par r — x, il viendra 




a-\-x 


Cette équation qu’on peut mettre sous la forme i + i}». (a;) = ç, (a;) , 
est entièrement semblal/le à la proposée; mais elle a un terme de 
moins, car par les valeurs des cocfRcieiits A, , B. ,on voit que le terme 
qui avait pour dénoniinuteur n + x, disparaîtra, soit qu’il appar- 
tienne à la fonction ^{x) ou à il<(x). 

D’ailleurs on doit observer que comme n estle plus grand des nom- 
bres a et h, les coefficients A, et B, seront toujours positifs, de sorte 
que le passage de l’équation proposée i -t- ip (a:) = |(a:) , à la suivante 
I -t- i|),(a;)=:9,(a;), qui contient une racine de moins, ne fait qu’ôter 
un terme de l’une des fonctions ?(.c), ^ (a.-), sans en faire passer aucun 
de l’une dans l’autre, comme cela aurait lieu si quelqu'un des coeffi- 
cients A,, B, devenait négatif. 11 n’y a que le terme constant i qui 
change de signe ou qui passe d’un membre dans l’autre. 

(37) On voit donc que la division de l’équation proposée, par 
X — r, s’exécute par un procédé très-simple qui consiste à transposer 

le terme constant i , et à remjdacer dans chacun des termes et 
■ ,1e coefficient A par et le coefficient B par 

b+x' r a+r ’ c b+r 

Maintenant nous n’avons aucune règle nouvelle à donner pour la 
résolution de l’équation i -t- 4 .,(x)=9.(x). On appliquera à cette 
équation les formules des articles ig et suivants; et sachant d’avance 
que la plus petite racine r est > r , on parvienebra plus facilement 
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encore au résultat. Après avoir trouvé la racine r' qui est la seconde 
de l’équation proposée, on formera semblablement iine troisième 
équation i -i- ç, (a;) = i|i.(x), qui contiendra les n — a antres racines. 

On aura donc ainsi successivement, par des équations qui se sim- 
plifient de plus en plus, les diverse.s racines positives r, r', r", etc. 
de l'équation proposée , et ce calcul sera terminé lorsqu’on sera par- 
venu à une transformée qtii n’est plus résoluble, ce qu’on reconnaîtra 
aux conditions que nous avons indiquées dans la solution générale. 

(a8) La meme méthode fera connaître les racines négatives en par- 
tant de l’équation proposée , dans laquelle on changera le signe de x, 
et que l’on mettra ensuite sous la forme i -t-ç(x) = il((x). Mais il sera 
plus simple de prendre la dernière des transformées i -t-i|t,(x)=9,(x), 
i-t- <p, (.r)=i(/,(x), etc., laquelle ne contient plus de racines posi- 
tives, mais peut en contenir de négatives. Pour obtenir celles-ci on 
réduira cette transformée à la forme ordinaire, débarrassée de frac- 
tions, et après avoir changé le signe de x, on lui appliquera la mé- 
thode du n’ 1 3 , pour la réduire de nouveau à laforme i-+-9(x)=\|«(.r), 
dont il faudra chercher les racines positives. 

(aq) Il reste donc à faire voir comment on peut résoudre une équa- 
tion qui n’a que des racines imaginaires; mais ce problème est beau- 
coup plus difficile que celui qui consiste à trouver les racines réelles, 
et nous ne nous flattons pas que les méthodes précédentes fournissent 
de grands secours pour sa solution. Il est vrai qu’on pourrait trouver 
les racines imaginaires d’une équation du degré n, au moyen des 

racines réelles d’une équation du degré ]\|ais pour peu que 

n surpasse 4, l’extrême complication d’une telle transformée et des 
calculs nécessaires pour y parvenir, rend l’usage de ce moyen tout- 
à-fâit illusoire. C’est donc dans l’équation proposée elle-même, et 
non dans une transformée d’un ordre plus élevé, qu’il faut chercher 
les moyen d’obtenir les valeurs numériques des racines imaginaires. 
Nous avons déjà indiqué, art. 119 du Traité précédent, une mé- 
thode qui aurait l’avantage de conduire assez facilement à ce but, 
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si oïl pouvait donner quelques linnières au calculateur sur le choix 
de la première valeur liv|K)tliétique de la racine exprimée par 
a + 61 / — 1 ou r(cos.6 + 1/ — i sin. 6). Mais en attendant que cette 
méthode reçoive les améliorations dont elle est susceptible, nous 
allons donner les formules qui , dans l’application de la méthode 
précédente, conviennent au cas des racines imaginaires; et d'abord 
une racine imaginaire étant représentée par r(cos. 6 -t- 1/ — i sin.6\ 
nous chercherons les limites de la quantité r, qui est en quelque 
sorte la mesure de grandeur ou le module de cette racine , puisque 
la valeur d’une puissance quelconque m de x ne peut jamais sur- 
passer r“, mais peut en différer aussi peu qu’on voudra. 

Limites de la quantité réelle qui sert de module aux racines 
imaginaires. 

( 3 o) L’équation proposée dont toutes les racines sont imaginaires, 
étant désignée par 

x"db A,x"“’± Aja:""* + A,=o, 

si on suppose .r = /’(cos. 0 + V/ — i sin. 6) , cette équation se partage 
en deux autres, savoir, 

r’cos.rt 9 ±A,r‘”'cos.(/i — i)6±A,r’“'cos.(rt — a)0. . . A.=o, 

r"sin./i 9 ±A,r^‘ 8 in.(n — i)6±A,i^*sin.(/» — 2)8. . .±A.^_,.rsin. 9 =o. 

Multipliant la première par cos. « 9 , la seconde par sin.nt, et ajou- 
tant les produits, on a 

r' ± A, r'~' cos. 6 rfc A./''~’cos. a6. . . -l- A. cos. n 6 = 0. 

Or il est visible que l’hypothèse qui rendra r' le plus grand , est 
celle où l’on aurait 

r'= A. r— + A.r— + A/*-' . . . -+- A, , 
les coefficients A, , A,, Aj, etc. étant tous pris positivement dans le 
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second membre , et alors en appliquant ce qui a été trouvé dans le 
cas des racines réelles, art. i , on pourra en conclure, 

I* Que si A,, coefHcient du second terme, n'est surpassé en gran- 
deur par aucun des autres coeflicients A,, A,. . . A. , on a 

r< i-H A,. 

a” Que si A, et A, sont les deux coelTicients pour lesquels |/A, et 
l^A, sont les plus grands, on aura 

r<l>A, + l/A,: 

telle est donc, dans ce cas , la limite supérieure de la quantité r qui 
sert de module aux racines imaginaires. 

(3i) Pour avoir la limite inférieure de cette même quantité, j’ob- 
serve que l’équation proposée n’ayant, par hypothèse, que des racines 
imaginaires, son dernier terme A, doit être le produit de toutes les 
quantités r*, r'*, r"*, etc., qui résultent des différentes couples de 
racines imaginaires. Soit donc r la plus grande des quantités r, r', 

r", etc. , et ou p la plus petite , on aura 

r>l/A. et p<l/A.: 

le plus grand des modules r doit donc être compris entre les limites 
suivantes : 

r>l>A„ r<l>A, + l/A,. 

Quant aux limites du plus petit module p, nous n’avons encore que 
la supérieure p <l/A,; mais il est aisé d’avoir la limite inférieure. 

Pour cela il faut, dans l’équation proposée, faire x=^, ce qui 
donnera une équation de la forme 

z*±B,x— ±B.z— -t-B.=o, 

et il faudra considérer deux cas. 

1 ° Si B,, coefficient du second terme, est au moins aussi grand 
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qu'aucun autre coefficient, on aura, en prenant B, positivement 
3 < I + B.. 

a* Si B. et B, sont les deux coefficients pour lesquels l/B, et 
sont les plus grands, on aura, en appelant a et & ces deux 
radicaux , z < a + i. 

Donc, dans le premier cas, on aurap> -^^ -, et dans le second 
^ ^ a-i-6 


Forme des équations à résoudre dans le cas des racines imaginaires. 


(3a) Soit F (x)=o l’équation proposée du degré n, dont toutes les 
racines sont imaginaires; si on substitue pour xune valeur quelconque 
x=k, le premier membre F (A) sera toujours une quantité jK)sitive. Il 
suit de là que si on procède comme dans l'article 1 3, et qu’on divise 
l'équation proposée par le produit des facteurs 1 + a', a+a:. . ,n+x, 


afin de lui donner la forme n-ç(a:)=(|((a;), ou 




les différentes valeurs de a seront les nombres impairs i,3, 5. . .n — i, 
tandis que celles de b seront les nombres pairs a, 4 , 6 . . .n. 

Ainsi , dans le cas des racines imaginaires , les fonctions 9 (ar) , <(' (a;) 
sont constamment de la forme suivante : 


ç(x) = 


ill 


(3) , (5) 

3 -t- * 5 + .T ' ' 


^ n — 1 +x ’ 


4,(ar) 


JîL 

a -t-x 


(4) 

4-t-x 


(6) , (n) 

6 +x ’ ' ■ * n + x ’ 


de sorte quelles ont le même nombre de termes. 

(33) Cela posé, si l’on fait x=r(cos. 9 + \/ — i sin.9), onaura 

A A A(a+rco».9 — t/ — i.r«in.6) 

a+x O +r(co«. 9+1^ — • 9) o* + aareos.9+r* 

et par conséquent 
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£)e là on voit que l’équation i 
deux autres, savoir, 


w 


* ~^J'a'-t-2arcos.^ + r‘ 


nb 




'JT 


tHvt. 


- aircos.ÎH- r* ’ 
B 


-a4rco$.#+r* ' 


Dans le premier membre, a aura toutes les valeurs impaires i , 3, 
5 — n — I , et dans le second, 6 aura toutes les valeurs paires a, 4, 
ft. . . .n. 

Telles sont donc les deux équations qu’il faut résoudre pour trouver 
les valeurs de r et de 9 qui appartiennent à chaque couple de racines 
ima^naires. 

Le nombre rest toujours positif : quant au nombre rcos. 9 , il peut 
être positif ou négatif ; et à cet égard , on pourrait distinguer deux 
sortes de racines imaginaires, les unes positives lorsque la partie 
réelle rcos. 9 est positive, les autres négatives lorsque cette partie 
est négative. 


(34) Les équations précédentes peuvent être censées formées dans 
la supposition de rcos. 9 positif. On pourrait en former de semblables 
dans la supposition de rcos. 9 négatif Pour cela il faudrait changer le 
signe de x dans l’équatioii proposée , et procéder de même , après ce 


/ . » / . /* A /* B 

changement, pour réduirel’équation sous la forme i + j a^x ' J bT^' 


ensuite on ferait x= r(cÆs. 9 + 1/ — i sin.9) , ce qui donnerait deux 
équations semblables aux équations (a), mais dont les coefficients 
seraient différents. 

Ce qui semble nécessiter cette distinction , c’est que si on laissait les 
équations (a) sous la mêmeformelorsque cos. 9 est négatif, la fonction 

/ -r-, — S -. — : ne serait plus une fonction omak de r. En effet , 

cette fonction étant différentiée par rapport à r, donnerait le coeffi- 
cient différentiel 


r a A(r-l-aco5.9) 

J {a' + 2arco$.i + r‘)’ 
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lequel ne conserverait pas le même signe depuis r=o jusqu'à r— ocj, 
conire la nature des fonctions omales. 

Il faudra donc, pour la solution complète de l’équation proposée, 
considérer deux systèmes semblables au système («), et dans chacun 
desquels cos, 6 sera supposé positif. 

(35) Soit maintenant rcos.6=/?, r' = q , les deux équations à 
résoudre seront 


I + 


. J a' + aap-\-q J b‘ 

A 


B 


f =f 

J a'-\--xap-\-q J b' -\rlhp-\-q' 

on peut même les représenter plus simplement par 


(.') 


h 


^ap-\-q 

A 

-I- iap-\-q~ 


= o, 


eu convenant que A sera toujours positive pour toute valeur im- 
paire a— 1,3,5 n — 1 , et négative pour toute valeur paire 

Cl = a, 4 > b n. 

Ces équations sont d'une forme assez simple; cependant comme 
elles contiennent deux inconnues p et q, il ne parait pas qu’on puisse 
les résoudre par une méthode analogue à celles que nous avons don- 
nées pour le cas des racines réelles, qui n'offre qu’une inconnue. 

Si donc on veut éviter les longueurs de l’élimination, par laquelle 
on pourrait réduire les deux inconnues à une seule, il faudra se 
borner à résoudre ces équations par une sorte de tâtonnement , en 
ne sup]>osant autre chose, sinon que q ou r‘ est compris entre des 
limites domiées, et qu’on a toujours q. 

On pourrait ne trouver aucune solution pour les équations pré- 
cédentes qui représentent le système (a) ; mais alors les deux équa- 
tions semblables qui représentent l’autre système, dans la supposi- 
tion que les racines imaginaires, c’est-à-dire leurs parties réelles, 
sont négatives, contiendraient nécessairement toutes les/» racines 
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Imaginaires de l’équation proposée; de sorte que si la résolution ne 
réussissait pas dans un cas, elle réussira nécessairement dans l'autre. 

On peut même ne point changer la forme des équations précéden- 
tes, et se contenter de changer le signe de p , ce qui reviendra au 
second système. En effet , la dernière Corme («') , sous laquelle nous 
avons mis les équations à résoudre, en employant les inconnues p 
et q au lieu de r et 0 , n’a plus l’inconvénient remarqué dans l’art. 34, 
et les quatre fonctions 



Ka 

— ^ap + q ’ 


A— ^ 



Bi 

lbp-^q 



B 

— ‘^l>p-\-q 


considérées tant par rapport à p que |>ar rapport à q , sont toujours 
des fonctions omales, puisque p doit toujours être renfermé entre 
les limites p=o, p =\/'q. 

(36) SupfXMOiis qu’après quelques essais on a trouvé des valeurs 
de/; et ÿ qui approchent de satisfaire aux équations (a). Soient ces 
valeurs /;=/’, q—g, et supjrosoiis qu’elles donnent 


r Ka _ 




■xaf-\-g • 

fl et V étant des quantités assez petites. Pour avoir des valeurs j)lus 
approchées on fera/;=y-j- S/”, q =g -t- ig, et on aura pour déter- 
miner ^et }Sg, les équations 

Soit, ponr abréger, 

F= 

J{a'+-ia/+gy ’ 
f - f Aa 


ir. 


H f Ac‘ 
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cl’oîi l’on tire 


aHî/+GSg’= — |A, 
aGÿ/+ FSg-= — V, 

. ^ 1 Fut — Gv . Hv — Gut 

*^~G*— FH‘ 


Ainsi les valeurs corrigées de/» et y sont 

f I Fut — Gv 

P-f'*- i G'^irFH’ 

Hv— Gix 

ôrzrTH- 

Il faut observer, à l’égard des quantités F, G, II, qu’on a 

faisant donc H = — g’F — a/’G + v, et négligeant les ternies <| ni 
contiendraient deux dimensions des quantités fu et v, on aura 

^ _ I F(t — Gv 

P—J '*";‘G' + î/rG+gF‘' 

_ _ „ ^ G[^H-(gI''-H/G)v \ 

't.G’ + i/FG+^f A 

Ces valeurs serviront à leur tour à en faire connaître de plus appro- 
chées, s’il est nécessaire. 

(37) Appelons de nouveau /et g les valeurs corrigées de /» et (/, 
on en déduira les deux racines imaginaires x=/± 1 / {/' — g). Pour 
avoir ensuite les autres racines de la même équation , il faut former 
l’équation qui les contient. 

Soient x=r', x=r" les deux racines qu’on vient de déterminer, 
il faudra dans l'équation proposée 1 remplacer le 

coefficient A par un nouveau coefficient 

A _(« — o)(» -I — «) A 

A- + + 

(Vest en efl'et la conséquence qui résulte des formules de l’article 26; 
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et comme on a (a -+- r') (a + r")= n' 4 - 2«/ + g, la valeur de A. 


A.: 


_ (/I — a) (n — a — O 
a' g 


Cela posé, la nouvelle équation du^^*gré n — 2 à résoudre sera 




et par la substitution x=/>±l/(/?’ — ç), cette équation se partage 
en deux autres, savoir. 


f: 


A, a 

-4 iap+q' 

^ . 

a‘+uap + q' 


: O. 


Ces érjuations sont entièrement semblables à celles de l’art. 3 S, mais 
elles contiennent chacune deux termes de moins, puisque les valeurs 
de A. qui répondent aux valeurs n = /i, n—n — i, sont milles. 
Ainsi la dernière des valeurs de a sera n — 2 , parce qu’en efTet l’équa- 
tion à résoudre n’est que du degré n — a. 

( 38 ) Au moyen de cette analyse, on forme avec beaucoup de facilité 
lesdiverseséquationsqui restent successivement à résoudre, à mesure 
qu’on trouve deux des racines imaginaires de l’équation proposée. 
IjC procédé pour passer d’un système au suivant, consiste à sup- 
primer deux termes dans chacune des deux équations du système, 
et à modifier les coefficients des autres termes suivant une loi con- 
stante. Ce procédé donne immédiatement le résultat qu’on obtien- 
drait en divisant l’équation proposév; par le facteur correspondant 
aux deux racines trouvées, et mettant ensuite le quotient sous la 
forme qui convient à notre méthode. 

Iiorsque les ofiérations nécessaires pour obtenir les racines réelles 
sont terminées , et qu’il ne reste plus à résoudre qu’une équation de 
degré pair dont toutes les racines sont imaginaires, on est assuré 
d’avance que la résolution est possible. Si donc la recherche qu’elle 
•occasionne devient longue par les tâtonnements qu’on ne peut guère 
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A iler , au moins elle ne sera jamais infi notueuse. D’ailleurs à mesure 
f|ue les opérations avancent, elles se simplifient progressivement par 
la diminution du nondire des termes qui devient successivement 
n — a,n — 4> « — etc- > comme le degré de l’équation; et lors- 
qu’on est parvenu à une transljurmt-cdu quatrième degré, la solution 
|>eut être aclievée sans tâtonnement. 

(3q) La méthode que nous venons de développer est encore fort 
imparfaite; mais elle a (fuelques avantages particuliers quelle doit 
à la sini]>licité et à l’élégance des formules. Iæ plus considérable de 
ces avantages consiste en ce que , si l'on substitue différentes valeurs 
pour P ou (/, afin d’en trouver qui satisfassent aux équations, la 
substitution se fait dans chaque dénominateur a' -i- ‘xap + q, sans 
exiger aucune opération complexe. 

Il n’en est pas demêmeloi’squ'en faisant j;=r(eos. 6 -t-l/ — isin.d), 
on a à substituer une nouvelle valeur de r ou une de 6, dans les 
équations dont ces inconnues dépendent, art. 1(9. Ces substitu- 
tions exigent des opérations compliquées, surtout pour avoir les 
sinus et cosinus des multiples de 0 : ce premier avantage est déjà 
très-grand. 

Il y en a un second qui n’est pas moins remarquable. Il consiste 
en ce que les deux équations à vérifier se forment simultanément d’une 
manière très-sim])le. En effet, ai en attribuant des valeurs particu- 
lières à pet q, on trouve chafiue terme " . — =±F («), savoir, 

r • a' +iap q ^ ’ 

+ F(o) si a est impair, et — !' («) si a est pair, la première des 
deux équations (a) étant ainsi formée, 

. -I- F(.) + F(3) F{5) -4- FC«- I) } _ 

-F(a)-F(4)-F((î) -F(«) i ’ 

on en déduit immédiatement la seconde qui est 

F(i) -h i F (3) + F (5) + F(n - i) ) 

-îF(a)-iF(4)-iF(6) -ÎF(«) ) 
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il devient donc très^facile de vérifier les deux équations à la fois. 

(4o) Nous croyons avoir expliqué les méthodes précédentes avec 
assez de détails, pour qu’il soit superfiu de produire des exemples 
de leur usage. Nous ferons seulement une observation générale qui 
pourra être utile dans les applications; c’est que si la grandeur des 
coefficients de l’équation proposée, ou le calcul de la limite supérieure 
des racines , indique que ces racines doivent être de grands nombres, 
il conviendra de les réduire à une grandeur médiocre, eu faisant 
x=my, m étant lo, loo, ou tel autre nombre qu’on voudra, au 
moyen duquel les valetirs de^ ne puissent contenir que des unités 
ou des dizaines au plus. De même si les coefficients de l’équation pro- 
posée étaient tellement petits qu’on dût en conclure tpie les racines 

sont beaucoup plus petites que l’unité;’ il faudrait faire 4 ?=^, et 

prendre ni de manière que la plus grande valeur de pût aller jus- 
qu’à un ou deux chiffres en nombres entiers. La transformation est 
utile dans le second cas surtout, pour éviter que les racines ne 
soient rapprochées dans un trop petit esjwce, et qu’on n’en omette 
quelqu’une dans les approximations successives. 

(4i) Nous terminerons ces Recherches par une remarque néces- 
saire pour compléter la résolution de l’équation omale c=<f{x), 
donnée dans les art. 4 soiv. 

On a supposé tacitement, dans ces articles , (|ue la courbe décrite 
d’après l’équation j=ç(x), était toute concave ou toute convexe 
vers l’axe, dans la partie soumise au calcul, savoir, depuis ar = o 
oux=À, jus<ju’àar=r, r étant l’abscissedu point d’intersection M. 
Cette propriété en vertu de laquelle la suite k , /•', /•", etc. est conti- 
nuellement croissante vers la limite cherchée r, a lieu dans une infi- 
nité de fonctions omales, et notamment dans toutes celles dont on 
fait usage dans notre seconde méthode. Mais en général la définition 
des fonctions omales n’exige qu’une seule condition, savoir, que le 

coefficient différentiel conserve le même signe dans toute 

l’étendue des x positives. Il peut donc arriver que le coefficient du 
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second ordre change une ou plusieurs fois de signe dans U 

même étendue, et alors la courbe _y=ip(Æ') éprouvera une ou plu- 
sieurs inflexions ou changements de courbure. Supposons, par exem- 
ple, qu’un changement de cette sorte ait lieu entre les deux points 
k' et k", ce qu’on reconnaîtra par les deux différences ç(/‘') — c et 
ç(X'") — c qui devront être de signes différents; si on continue les 
calculs d’après les formules des art. 4 et 6, afin d’obtenir la valeur 
(lu terme suivant k"\ on trouvera k'" <^k" , de sorte que la suite k, 
k ' , /•", k'" cesse d ‘être croissante après le terme k". 

Cependant si l’on a en même temps A'"> A', on pourra continuer 
le calcul des termes suivants par les mêmes formules, et on arrivera 
également au résultat, qui est la limite des termes k'\ k'",k", etc. 

Mais il pourrait arriver (ju’on eût k'" <^k' , et alors eu continuant 
le calcul par les mêmes formules, on s’éloignerait de plus en plus du 
vrai résultat que l’on cherche. Pour obvier à cet inconvénient, le 
moyen le jdiis simple est de joindre les deux points k\ k" j>ar une 
droite qui coupera la droite CM en un point dont il est facile de 
déterminer la position. Soit k'" l’abscisse de ce point, on aura 


r'=x-'+ 


g— ?(^') 


{k".-k<). 


et k'" sera une valeur très-approchée de la racine r. On continuera 
ensuite p«r les formules ordinaires le calcul des termes suivants k", 
k', etc. , et la limite de cette suite sera la racine cherchée. 

En général les exceptions dont nous venons de parler ne se rencon- 
trent que dans des cas où la résolution se simplifie d’elle-même, puis- 
que sachant que la racine cherchée doit être comprise entre k' et k", 
il est facile ensuite de resserrer ces limites à volonté. 
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Section II. De quelques équations dont la propriété est telle qu'une 
racine connue sert à déterminer rationnellement toutes les autres. 


(4a) N ous supposerons que la racine x étant connue, une autre 
racine x' est déterminée par la formule très-simple ^ — 
où a,b, c sont des coefficients connus , cette propriété devant être 
générale pour toutes les racines. Il faudra qu’en substituant 

au lieu de x dans l'équation à résoudre, on retombe sur la même 
équation. Et la loi qui permet de déduire la racine x' de la racine x, 
permettra semblablement de déduire une troisième racine x" de x', 
une quatrième x'" de x", et ainsi de suite , ce qui se fera par les équa- 
tions successives 


t 

X 


a-\-bx 


I 


„ a.-t-6x' 

X — \ 7 . 

I +cx' 


m a -f- b st 

X 

I 


etc. 


Donc si l’équation proposée est du degré n, il faudra que la n"~ 
des racines x', x", x'". . . désignée par x^*' soit égale à la racine pri- 
mitive X. 

Voyons comment cette condition générale peut être exprimée 
analytiquement. 

(43) Soit X* un terme quelconque de la suite x*, .r", x" . . 
le terme suivant x*+' se trouvera par la formule 


x^+' = 


a -t- bx^ 
i + cx^ 


Supposons X* exprimée par la formule^ où/? et y sont de la forme 
A-t- B.xet C+Dx, nous désignerons en même temps x*+ ' pa*’^> 
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43a 

et nous aurons 

^ aq + tp 

q' q-^rcp ’ 

ce qui permet de supposer 

p'—aq + bp 

P 4- \j.q' 4- c^p 4- (rt 4- ji)^. 

Déterminons la constante p. de manière qu’on ait 
a 4- p=(^ 4- cp)p , 

et nous aurons 

y 4- P7 = (* + Cp) (/> 4- P?). 

('j4) Appelons 9(A) la fonction /»4-p7» nous aurons 

ç(*+ I) = (A4-Cp)<[.(^), 

QU _?ü±4^— ; d'où l'on voit que chaque membre de cette 
‘^“(é + cp)«-> (T+cp)»’ ^ 

équation doit être une constante et quainsi on aura 
Ÿ (*) = A (4 4- cp)* =/? 4- 7 p. 

Si on appelle p' la seconde racine de l’équation a 4- p=(i» 4- cp)p, 
on aura de même 

p + yp'= A'(è + Cp')*. 

De là 


P = 


Ap' (*4-cpy — A'p(ê4-ep')* 


I* (* 


A’(ê4-cp')* — A(&4-cp)* 

î IL'—U. 


Donc - , ou 
î 


-■X p'A(ê4-cpy— pA'(ê4-cp'y 
A'(*4-cp')*— A(i4-cp)‘ 

Maintenant lorsque l’indice k=o, on a ar*=x, donc 




A' 


A' — A 


x4-p' 

A a:4-p ’ 
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, _ fji' (x'h- |x) {b + c 1^)* — («■ ( J + tt') (^ + c[t'¥ _ 

(x 4-cfi.'/ — (x -H («.y (i + c (i)* 

{\~i) Il faut maintenant e.xprimer la eondition x' — x, au moyen 
tle laquelle l’équation donnée du degré n aura n racines x , x , 
x” . . .x*‘~'\ qui forment une suite rentrante dont chaque ternie a-' , 
se déduit du precedent x*~' au moyen de la formule 

t_ a + bx^-' 

I-f-CX*"' 

l.a condition dont il s'agit se réduit en général à cette équation 
{b -h c /)" = (b-h C[x)*. 

Or en vertu dcl'écpiation c;».’ + (é — i)(x = a, on a les deux racines 
C(x= — *)’ + ‘\ac] 

C|x'= ~ + 4l/[( I —b)‘ + 4 a c]. 

Donc 

A + C(x'= + 7 1/[( I — è)* + 4 a c] 

i + c,x =i±i-^ i/[(, -by + 4 « c]. 

Soit pour abréger R = l/[(i — b)' + ^ac\, il faudra en général 
cju’on ait 

(i +i4-R)' = (i — R)‘. 

(46) Soit I* /i = 3, cette équation donnera 3(i +i)' + R*— o, 
d’où résulte 

\ + b + b' + ac~o. 

Soit a* « = 4, l’équation générale donnera (i + i)’ + R’ = o, ou 

I + b' + aac=o. 

Soit 3* /i = 5, on aura 

5(i 4- + io(i + b)‘K' 4- R‘=o, 

II 55 
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équation qui sc réduit à la forme 

O — û’ c’ “t- fie (3 + 4 ^ ’4~ 3 -f- I -l“ ^ -t- h* h* ^ 

ou 

o=(aac+ 3 -f- 4^+ 3i')’ — 5(i + b)*. 

On voit dans ces trois cas que R' est négatif, ce qui aura lieu géné- 
ralement pour toute valeur de n. Car si R était réel, comme b est 
supposé l’être ainsi que a et c, il est visible que les quantités réelles 
I + R, I -t- b — R étant inégales, leurs puissances du degré u 
seraient inégales aussi. 

( 47 ) Puisque R’ est négatif, on pourra faire 

— b)' + 4nc] = p(cos.9 + \y — I sin. 6), 


ce qui donnera 


cos.6=- 


ac 

+± 

ap ■ 


Cela posé la condition dont il s’agit exige qu’on ait 

p'(cos./i6 + V/ — 1 sin.rt6) = p’(cos. «6 — 1/ — i sin. ne). 

Par conséquent cette condition se réduit à l’équation 

sin.n9 = o, ou 6=r— , 
n ’ 

i étant un nombre entier quelconqiie.Cette condition jjeut être mise 
sous la forme 

(b- — rtc)cos.’^=4(i + b)’- 

I .orsque n = 3 , on a la seule valeur t = 1 , parce que i ne doit pas 
surpasser il s’ensuit cos.^=^, et la condition devient 

o = I + è ■+ è* + rt c. 

I.ors<jue n = 4» il fant faire encore j= i , ce qui donne cos. ’^=^, 
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> o= I + 4‘-t- aac. 

l-orsque n=5, on peut faire i= i et /=a, de sorte qu’il faut <|iie 
l'une des deux équations suivantes soit satisfaite, 

Développement du 3® degré. 

(48) L’équation de condition est i + b b' + ac—o ,o\i b — ac 
= (i +b)' — m. 

L’équation étant mise sous la forme {ex — 4)(car+ i) 

— ac — b — — m, si on fait ex' — b— y, cx+ i =z, ou 



on &\iT 2 i yz= — m. Soit l'équation en x 

X* — Ax*+ Bx — C = o, 

elle devra être satisfaite en y substituant pour x les valeurs x , 

de sorte que si on fait pour abréger cA.=a, c’B = €, 

c’C = Y> substitution des deux valeurs de ex dans l’équation pro- 
posée qui devient alors 

c’x’ — ac*x' -4- Sex — y— O, 

donnera les deux équations 

O — (3 -t- a)z” -t- (3 -4- a a -f- é) 2 ”*( t -4- « -4- C -t- y) 

o=y -4-(36 — a)y+{3b' — iboL+€)y+b^ — b'a + bë — y- 

Maintenant comme on a ^z= — m, si on substitue dans l’équation 

55. 
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«■Il Z la valeur z — — y, ce qui donne le résultat 

o=;»’+(3 + o)/«’_J^ + (3 + 2a + 6)/Mj’+(n-a + e -t- '()y, 

il faudra que oette équation s’accorde avec l’équation en y déjà 
trouvée. 

(4q) Soit pour abréger M — b'a + b ^ — Yi l’identité de ces 

deux équations donnera les trois équations de condition 

m’ — M(l + a + ê + y) 

— «) = M(3 + 2a+€) 
m{3b ’ — iba + 6)=M(3 -t- a). 

1 

Des deux dernières ou tire, en faisant jM = /7/*N, et se rap|>elant 

t 

que rn'' = i + b, 

3(A-N) 3(i’ + N) 

i+N ’ i+N 

Ces valeurs substituées dans la première donneront 

(.+i)> . 3(A + i-) 

3 N ‘ i+N ’ 

et enfin substituant les valeurs de a,€,y, dans l’équation S\ = b'—b'a 
+ b € — Y = (t +^)’N, on aura pour déterminer N l’équation 

N” 4- 1=0, 

d’où résulte N = — i , car si on prenait pour N l’une des deux \a- 
leurs imaginaires données jiar cette équation, les coefficients de 
l’équation à résoudre deviendraient imaginaires , ce qui est un cas 
dont on peut faire abstraction. 

(5o) Maintenant la valeur N = — i rendant infinies celles de 
a, 6, Y, il faut en conclure que les équations du premier degré d’où 
on a déduit les valeurs de a, Y’ sont pas indépendantes entre 
elles et qu’il y en a une comprise dans les deux autres, de sorte 
qu’il restera run des coelficients *, 6, y indéterminé. 
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En effet les deux équations 

/n*(3i — a) = M(3 + 3a + ê) 
m (3Z>' — 2 èa + é)=.\I (3 + «), 

dans lesquelleson substituera les valeurs i>I= — (t + /7i=(i +h)\ 

se réduisent à la seule équation 

O := 3(l + fe + è’) + a(l ^ + 6 , 

d’où l'on déduit 

6= — 3(i + b'^ "t" (ï * — 3 (I c — (i — ^ 

ensuite on aura y= — i — a — 6 — (i + by , ou 

Y= I — — ba. 

I/équation cherchée c’x’ — ac’x“ + 6cx — y— ® donc 

de la forme 

o = c’x’ 3c*ax — i + b' — a(c’x’ 4- (i — b)cjc — b). 
où a reste indéterminé. 

On voit par là qu’il y a une infinité d'équations du troisième 
degré qui sont telles qu’une racine x' se déduit d’une autre racine 
■X par la formule 

, ( 1 4 - Ax 

JC > 

I H- <rx 

dans laquelle les trois coefficients a , b, c, satisfont à la condition 
I 4- Ô4- 4- rtc=o. 

I.ÆS trois racines de cette équation , désignées par x, .r, x", seront 
donc telles qu’on aura 

, a + bx „ a + bx' a — x 

i4-cr i4-cx ex — b 

(5i) Soit par exemple n= 3, b= — a, c = — i , l'équation cher- 
chée sera eu général 

o=x’ — gx 4 - 94 - a(.r’ — 3.1’ 4 - 2 ), 
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rl'où résultent une innnité d’équations particulières, telles que 


o=x‘ — 9 

o = x' — 3x’ + 3 
o = x’ + 3x* — i8x+ i5 
etc. 

Elles jouissent toutes de la même propriété, en vertu de laquelle 
une racine connue x sert à déterminer rationnellement les deux 

autres x et x' par les formules x '=^ — —, x "=- — 

(5a) Puisque l'équation du troisième degré à laquelle nous sommes 
parvenus, contient trois indéterminées c, h, a, il semble qu’on peut 
réduire à cette forme toute équation proposée du même degré telle 
que 

o=x’ — px' + qx — r. 

Pour cet effet il faudra déterminer les quantités a, b, c, par les 
équations 



I — ia 


Et parce qu’on a ac= — i — b — b', si l’on fait pour abréger 
(9'-— />?)• 

(;>* — 3ÿ)(j* — 3;>r) ’ 

on aura pour déterminer b l’équation 
d’où résulte 

^ — /I— a±t^[3>t(4— >i)] 

” a (n— i) 

h étant connu , on aura c et a par les formules 
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— 3 o) 

C-- — ïi, n=cp. 

gr—pj f 

Pour que la valeur de b soit réelle, il faut que n soit positif et < 4. 
eoiiditions qui seront remplies si en faisant 

H =p'q‘ — :'\p'r+ iSpqr — !\q' — 27 r’, 

011 a II > O. 

De plus si, en supposant p,q , r rationnels, la quantité H est un 
carré, on voit que h sera rationnelle ainsi que c et a, de sorte que 
la formule 

/ a -\-bx 


donnera l’expression rationnelle de la seconde racine x' par le moyen 
de la première x, et semblablement celle de la troisième x" par le 
moyen de la seconde x'. Les trois racines seront donc rationnelles 
s’il y en a une qui le soit. 

(53) Soit proposé, par exemple, l’équation x* + x’ — 6x — 7 = 0, 
on aura p— — i , q=i — 6, r=’] , ce quidonnen=3, 4=— | ou 

b= — a. Soit d’abord b = — 7, on aura c= ^' 

gr-pq 

x = cp = — 7,rtc= — I — b — b'-= — |ia = — T- Ainsi la racine 


x — cp = — 7,rtc= — I — V — b 
X se déduira de x par l’équation 


— 3 — X 


Soit en second lieu b = — 2, on aura c= i , * = — i , n — — 5 et 


— 3— ax 


Au reste cette solution revient à la précédente , car de celle-ci on 

déduit x" =■ 3— ax qu’au lieu de consi- 

a-t-x' i-f-x ’ ^ 

dérer les trois racines dans l’ordre x, x', x", on les considère dans 
l’ordre inverse x, x", x. 
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(■j 4) Toutes les fois que la quantité H sera positive, les valeurs 
(le a , i, c sont réelles; ainsi , en partant de la racine x qu’on peut 
toujours supposer réelle, les deux autres x et x" seront exprimées 
par les formules 

, o-t-i.r „ a-\-bxf 


I -J-cx’ 


I + ex’ ' 


et |)ar conséquent seront réelles. Nous sommes donc conduits par 
rette analyse, à une démonstration très-rigoureuse de la propriété 
qu’ont les équations du troisième degré , d’avoir leurs trois racines 
réelles dans le cas irréductible. On a en même temps deux formules 
très-simples ])our exprimer deux de ces racines par le moyen de 
la troisième. 

Soit par exemple l’équation .r’ — 3x’ — iox-t-a4 = o, dont on 
sait d’avance que les racines sont 2 , — 3, et 4; 1rs formules précé- 
dentes donneront b = — — , c— — « = — , d’où résulte la 

29 58 ’ 29 ’ 

formule 


3 16 — 128X 
58 — 39X ■ 


Soit .r= 2 , on aura x' = — 3; soit x= — 3, on aura x" = 4- 


Développement du quatrième degré. 

(55) L’équation de cxnidition est i -t- è’ + aa c = o, d’où résulte 

b — «c= 4 (< ■\-by = m. 

Soit l’équation cherchée 

0 = (7*X* — ac’x’ -t- Êc’x’ — y ex -+- i, 

on doit y satisfaire par les deux valeurs cx=z — i , cx=/+ b, ce 
qui donnera deux équations en et en 2 , savoir: 

o=y -t- (4^ — — 3oA-f 6 ) 7 *-»-( 4 i'— 3i’«-»-a5e— y)^ j 

-hb* — b’a+b‘e — by + i j 

O = 2 * — (4 •+■ «) Z* -J- (6 H- 3 a -t- €) s’ — (4-f-3a-t-a6-+-y)z I 

-t"I-t-ot-t-6-t-y-|-î. ) 
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Et puisqu’on a z = — il faudra rendre identiques les deux équa- 
tions 

O = r"* + (4 ^ — <x)y -t- (6 6' — Zba+ ê) j’ -+-(46^ — 3 6' a + a 6 — y)_>- j 

+ — A’ a -4- b't — by -+- 5,i 

ü = /«* + (4 -+- (6 4- 3a +• 6)/»’ J** 4-(4 + 3a-J-a€+ y) wj' i 

-f- (l-J-a-l-e-l-Y + i)/'! 

Soit pour abréger b* — b'a + b'^ — 6y + î = w’N, et on aura les 
quatre équations de condition 

FTl* = N(ï -4-a-4-€-t-Y-t-5) 
m{f\b — a) = N(4-t- 3a a6 -4- y) 

6é>— 3^>« + e=N(6 + 3. + 6) 

4^’ — 3b’a + ibe — y = "'N(4 a). 

Delà on tirera 

_ 4i{aN+.i)— 4N(N + 2) 

“ N‘-h4N-4-« 

e_ 6[N--4 -(i — aA-4-4‘)N-l-i'] 

“ W-4-4N-I-I 

_ _4N’— a(i— i)»N-4-4A’ 

N*-4-4N-4-i 

* m‘ _ N’ — ai(i-|-i*)N — (i-4-A)*-4-A^ 

N N- + 4NH-, 

Substituant ces valeurs dans l’équation b*—b'<t+b'S — i y + > 
on aura pour déterminer N l’équation 

N* — 1=0, 

qui a les deux racines réelles N = i , N = — j . 

(56) La racine N = i donne a= — a(i — b), 6 = a(i — b+b‘), 
Y = — 1 + b — è’- 4 -fe’,J = Ÿ(i + b')'. Mais l’équation qui résulte de 
ces valeurs n’est pas véritablement du quatrième degré, ear elle 
n’est autre chose que le carré de l’équation du second degré 

0 = c’«’ + (l — è)cXr»-T(l *’)• 

II. 56 
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Il n’y a donc que la racine N = — i qui puisse donner une solu- 
tion; on en tire les valeurs 

a = — a(i — b) 

e=— 

y=l +3i— 3i’ — 

ÿ = — ;(i — 

Ces cw'flicients sont, comme on voit, fonctions de b seule; ainsi 
prenant b arbitrairement et déterminant « et c par la condition 
nc. = — j ( I -t- A’) , les valeurs de a , 6 , y , J , que nous venons de trouver 
dans la seule hv|>otlièse admissible donneront généralement l’équa- 
tion 

o = r^x‘ — «c’x’-t- f c’x ‘ — ‘(cx + i, 

dont une raeine étant désignée par ,r, les trois autres x' , x", x" . 
seront données par les formules 

, a + bx f, a-\’bx' x-^a 

i+cx' I — b^icx b — ex 


(67) Soit par exemple ô=3, « = — 5, c= i , valeurs qui satis- 
font à l’équation 1 -t- 2ffc=o, on aura l’équation 

o=x‘ — 4-*’’ — iS.f' H- 44-*' “ 7 » 

dont une racine étant nomméiî x , les trois autres x’, x'\x"\ seront 


_ — 5 + 3j: 

1 ’ 



itt 


X 




Par le calcul numérique on trouve des relations entre les racines 
qui prouvent que l'équation projjosée se décom|K>se en deux du 
second degré, savoir : 

o = .r’ — Q>x+ I d’où résulte x = 3 ± aV/a 
o=x’-l-ax — 7 x= — i±aV/a. 

Voici l’ordre quelles suivent d’après nos formules 

x=3 — al/a, x'= — I — al/a,x"=3+ al/a, x'"= — 1 -i-al/a. 
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Dans cet ordre elles se déduisent chacune de la précédente comiiu* 
il suit : 


.V 


— 5-|- 3x 

i+x ' ’ 


tf 


X 


— j-4-3x' 

i + x' 




X 


— 5 + 3x" 

i+x’ ’ 


.r'*: 


.r. 


(58) En général rétjuatioii à laquelle on est j)arveiiu |)ar la solu- 
tion précédente, savoir : 

O = (•*.»•' + 2(1 — A)t^x^ — G4c’.r* — (i -i-3i — 3l>‘ — A’)c.r 

— 7(1 — 6i‘ + b') 

est le produit des deux équations du second degré 
o = c’x’ — ubcx — ;(i -f- aA — b') 
o = c’x’ -t- 2 c.r -H f (1 — ub — b'), 
dont les racines sont 

cx=Ü(i +b)\/'^ 
cx = — I ±(i -t- 4)1/7. 

On n’obtient doue pour le quatrième degré que des solutions très- 
limitées et qui n’appartiennent proprement qu’au second degré. 

Développement du cinquième degré. 


( 59 ) Alors on devra faire b — « 0 = 7(1 -t-4)‘(i±|/5)’ = w, 
//i” = (i +4)|i, ou fl* — |x=i , et pour former récpiatioii 

cherchée que nous représenterons ainsi 


il faudra résoudre les six équations suivantes : 

m“N = 4’ — nb* + ^lf‘ — fb' + ib — e (i) 

m • =N(i -i-a-i-e-t-Y + ^ + 0 (a) 

m* (54 — «)=N(5 -t- 4* t-3S -+- 2y -+- J) (3) 

ffl“(lo4* — \bai + g) = N (10 -t- 6a -4- 3e + y) (4) 

io4* — 6 4* «- 4 - 34e — y=w'‘ N ( 10 - 4 - 4« + €) (5) 


54* — 44^0 - 4 - 34*6 — 2 4y - 4 - J=»i* N(5 + a) (6) 

56. 
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(6o) Des équations (4) et (5) on déduit 6 = — g — , en supposant 

F= ioN(i — b-^b ') — iOjA(N’ -J- b') 

G = f)N(i _è)_4,;, (N-— i) 

D = — 3N + |a(N*+ i). 

I^s mêmes éfjuations donnent 

f= loi’ — iOjxN(i-t- i) — «[6i’ + 4iJtN (i 4- i)] 
4-e[3i— jiN(i + i)]. 

Si on élimine S des éqnations (3) et (6) et qu’on mette (i + à 
J. 

la place de w • , on aura entre «, g et y Fétjuation 

(n-i)*!^(5i— «)— (i +i)V’N(5 + «) 

= 5(i — b + b' — i’)+ 4«(t — b + b')+ 36 (i — b) + 27 - 

Substituant la valeur trouvée pour y, on aura entre o et 6 cette 
seconde équation 

( I 4- i) ^ ( 5 i — «) — ( 1 + i) PL* N (5 + .) 

= 5(i — ai 4 - 3i’) — 20 [<lN 4-4«(i — ai — 2[iN)4- 6(3 — ajiN), 

> 

d'où en éliminant 6 et substituant les valeurs (i'=(i4- 1 , |i’ = 2(t4- 1 ,. 
on tire la valeur de .savoir: 

«_ (3i>4-a)^— (i4-;x)K— (i4-*|i)N-4-(3|x4-a)N» 

5 (i — NJ^3|»4-a4-(I4-4l*)N4-(3|*4-a)^’■) 

Ensuite 6 se déterminera semblablement par l’équation 
et on trouvera après beaucoup de réductions , 

(6|»4-4)i'4-[4l*4-a4-43(l‘4-i)4-aiA3‘] N 

6 — faj* 4-43 (i* 4-i)4-(4f‘4-a)ê’]N* — (6!i4-4)N* 

5 (i— N)[3|*4-a4-(4|*4-i)N4-(3(t4-a)N*] 

Substituant ces deux valeurs dans l'expression de y, on aura 
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(6|i + 4)^’ — (6+i2i + 64*H-a4’)N — (a-4-6é + i2A’ + 6A*)N’ 

Y 4-(6|i+4ïN* — |i(io-t-i84+ia4’ + ai*)N — pL(2+ia4-4-i84’4-io4*)N* 

5 (i — I^[(3ii + a)+(4[i-4-i)N4-(3!i4-a)N’]| 

ËnUn l’équation (6) dans laquelle on substituera les valeurs de a , € , y 
donnera la valeur de comme il suit : 

(3it+a)4‘+(8+ao* + i8i* + 8i> + A‘)N—(i + 84 + i84’ + aoi‘+8i‘)jN* 
+ (*{i3 + 3ai+3o4’ + ia4’ + a4‘)N — i*(a4- ia4+3oi’ + 3a4’+i3A‘)N’ 

_ — (3,x + a)N> - 

(i — N) [3|i + a + (4i*+ i)N + (3|*+ a)N>] 


La même valeur se trouverait plus simplement au moyen de l’équa- 
tion (3) qui donne 


g=(«+*)V’ 



4x 36 ay 
5 T~5‘ 


(6i) Il reste à éliminer i des équations (i) et (a), ce qui donnera 
l’équation 

( i-t- é) V (n -I- = I -t- ê ‘ -J- ( I — « -»- ( n- ^ e + ( i ~ e-)y -H ( I + A) î. 

Substituant d’abord les valeurs de a, 6, y, $ dans la partie.. . . 

,on trouve qu’en faisant 

pour abréger ô + a i’+ ai^ -I- i^ = B, cette partie se réduit à l’ex- 
pression assez simple 

(3,u-t-a)B(tH-N-<-N*)-l-(3[t + a)aN(i-t-*^)-<-BN(i9-H3t[i) 

(3ii + a) (H- N *)-t- (4 u-J- 1) N 

L’inconnue qui reste à déterminer étant N, il convient de faire 
I -I- N'=CN et la quantité précédente deviendra 

H*B(i ->-0-t-an*(i-h*^)->-(3in-t-i9)B 
(3^-J-a)î;H-4!*+ I 

Cette quantité doit en vertu de notre équation, être l’équivalent de 
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+ 6 ^( 1 *^ — -J(i + è‘); on aura donc pour déterminer Cl cquatioii 


(3ji + 4- i)‘C’ — (3ji + 2)(i 4-è‘)C — (4[* + i)(i 4" 

+ (4i^ 4- i)(i 4- 

= 5 [ 1 ^Bî; 4 - IOpt<(r 4- 6 ') 4-5B(|x* 4- 3l [t 4- 19 ). 

Mettant à la place de 5 B sa valeur (i 4- hy — i — ^»%le second mem- 
bre deviendra 

4-i‘)4- 3i(i + I 9 )(i -t- lif 
4r 4- 3i 4- « 9 )(. 4- 4’) , 

(■ton trouve (jue l’équation se réduit à cette forme très-simple, 

î:’4-C=i, 

d’où résulte C= ^ . Ces deux valeurs de C étant moindres que 

a , l’équation N* 4- i = N C ne donnerait que des valeurs imaginaires 
de N qui doivent être rejetées. Mais il faut observer que le facteur 
I — N qui se trouve dans le dénominateur des valeurs de et, S, y, 
a disparu dans la suite des of>érations , et qu’ainsi ce facteur égalé 
à zéro doit satisfaire à l’équation ùnale. Il nous reste donc à exa- 
miner la valeur N= i. 

( 6 a) Alors les valeurs de «,ê,Y,ï,e, deviendraient infinies, ce 
qui prouve que ces quantités ne peuvent pas être toutes déterminées , 
et qu’il en reste nécessairement une d’indéterminée, comme nous 
l’avons déjà expérimenté dans le troisième degré. 

Prenant donc a pour cette indéterminée et faisant N = 1 , on 
trouvera que toutes nos équations sont satisfaites par les valeurs 
suivantes des coefficients 
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Ç — f +g a 


f = — io(i + 6 + i*) — iO|*(f 4- ai + 6 ') 
g= — a + ai 


, i f =zio — loi' H- iOji(i + i — i’ — i’) 
Y ■^1' “ j g.'— — — |i(a + 4i + ai’) 

5 + 35i-+ 45i’ + 35i' + 5i' 

+ 10ul(i + 5i + 8 i’+ 5i‘ + i‘) 

I + p. (a + a i — a i’ — a i*) 


(7) (/" = 




/'"= 


— v3 — loi — 5i’ + ‘5i*+ Ioi*-^ 3i' 
— |i(54- i 5i+ loi’ — loi’ — i5i' — ~>l/ 
i+3i’ + i' 

+ |jL( 2 i + 4 i'-f-a i’). 


(G3) D’après ces valeurs on aura l'équation générale 

o=é 3^ —xc' X* + {/+ g x)c' x' ~{f -{■ g x)c' X' 

^ ^ +(/"+/a)cX-(/" + g-'%), 

qui jouit de cette propriété que la racinexétant connue, une seroude 
racine x sera exprimée par la foriiuilf 

, a + bx 


et la même loi aura lieu entre deux termes consécutifs de la suite des 
cinq racines x , x' , x", x'", x", de sorte que la racine connue servira 
à calculer les quatre autres racines d’une manière rationnelle. 

lies trois nombres a, b, c , que nous supposons réels, doivent 
satisfaire à l’équation i — «c = (i + i)'n’, [<■ étant une racine de 
l’équation — (i — i =o; ainsi on peut prendre à volonté pour u 
l’une des deux valeurs 7(1 + 1/5), |(i — 1/5). 

(64) On pourra aussi faire cx= 1 sans diminuer la généralité des 
résultats, ce qui donnera la formule En effet, c étant 

pris à volonté, si on fait cx=jr, ac — a, l’équation x'=^-i^. 
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deviendra y'- 


by 


+y 


. Ainsi l'équation en x se ramème immédiate- 
ment à une équation en y où l’on a c = i. 

On peut donc supposer que le type des équations du cinquième 
degré qui jouissent de la propriété mentionnée est réduit à la 
forme 


(9) 


Et on voit qu’il y a une infinité d’exemples à produire de cette classe 
d'équations, puisque même en supposant e=:i , il reste deux indé- 
terminées a et b auxquelles on peut donner telles valeurs qu’on 
voudra. Le choix d’une valeur de b, combinée avec l’une des deux 
valeurs de g, détermine immédiatement tous les coefficients /,g, 
f 1 g t etc. qui ne dépendent que de 4 et de p ; on a en même tem ps 
la valeur de a, savoir : 

a = b-{\-t-by p’; 

on a donc ainsi le type général d’une infinitéd’équations du cinquième 
degré qui ont leurs cinq racines réelles , pour toutes valeurs des in- 
déterminées a et b. 

(65) Soit par exemple a=i, b— i, ^= — — , on aura l’équation 

o = Æ* — X* — (5o — aol/5)x’ -t- (lo — 4l^5)x’ 

-t- a5(9— 4l/5)x— (9 — ^V^), 

qui étant multipliée par 9 -4- 4l/5, prend cette forme 
(10) o = A(x*' — X*) — SBx* -t- Bx’ -t- aSx — 1, 

où l’on a 

A= 9 + 41/5, log. A= 1 .35393 584*5 
B = io + 4V/5, log. B = i .37747 79*86. 

Si l’on procède à la résolution de cette équation on trouvera la plus 
petite racine 
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d’où résulte la seconde racine x =~ — - dans laquelle n= 5 — al /5 

I + X * 

= 0.52786404500043. On formera donc ainsi les quatre autres 
racines et de plus la cinquième qui devra coïncider avec la pre- 
mier** x: 

X = — 0.47041 37653 

I +X -t/ -T / 

x" = — 1 . 885 oi 46492 

l-t-x ^ 

(‘0 ^"'= 7 T^= ^- 7^637 14742 

X '' = ~~,=: 0.5899861150 

x' ” = o.o3oo7 o 8 a 55 = a:, 

et par ce dernier résultat les calculs précédents sont confirmés de 
la manière la plus satisfaisante. 

( 66 ) L’équation particulière du cinquième degré dont nous venons 
de nous occuper , peut être résolue algébriquement par une méthode 
semblable à celle dont nous avons fait usage pour résoudre l’équa- 
tion en /) du § V de la cinquième partie. C’est ce que nous allons 
faire voir avec tous les détails que mérite une solution dont il n’y 
a encore d’exemple que dans les équations relatives à la division de 
la circonférence. 

Nous avons à résoudre l’équation 

o=x’ — x^ — 5.r* -t- x' — j(5x*— j;’ — a5x+ i), 


dont la propriété est telle que ses cinq racines étant désignées par 
X, x', x",x"', x”, on a entre deux termes consécutifs de cette suite 
rentrante, les équations de forme semblable 



x' — n sd' — n a!” — n æ" — n 

7 +:?’ ^ ^ 


5 j 
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dans lesquelles w = 5 — al /5 = o.5278G 4 o'| 5 o oo 4 ao C072. 

Soit R une racine imaginaire de leqiiation R‘ — 1=0, pour la- 
quelle on peut prendre R =eos.(i -t- 1/ — isin.|A et |i = ^=7a*- 
Nous supposerons, eonforméinent à la méthode citée, 

T = .r R .»/ + R’x"-i- Ww" -h R‘æ ’ 

T= X -H R’a' + R‘.r"+ R‘ a:'" + R'x", 

et faisant T’ = M T', 011 prouvera aisénient que M est une fonction 
de R seule, indé|>endante des racines x, x' , etc. En effet la loi qui 
existeentre deux racines permet d’exprimer d’une manière linéaire, 
les carrés et les produits deux à deux des racines, ce dont on va 
bientôt .s’assurer; il en serait de même des puissances plus élevées 
des racines et de leurs produits de plusieurs dimensions. 

On peut donc supposer que le carré du polynôme T sera repré- 
senté [lar la formule 

T' = aa; + ^x'+ -{x"+ ix"'+ tx", 

dont tous les coefficients sont fonctions de R , et où il n’entre point 
de terme sans x, car si un terme constant C se trouvait dans la 

valeur de T', on pourrait, à la place de ce terme, mettre 

C(x -I- x'+ .r"+ x"'+ .1’") , puisque la somme des racines de l’équa- 
tion proposée est égale à i, coeflicient du second terme. 
Maintenant comme on peut donner à T la forme 

T = R (.r'-i- R a '+ R* .r "+ R’ .r" + R^r) , 

il est visible que le cari-é de ce polynôme sera égal à R’ multi|)lié 
par ce que devient la valeur précédente de T‘ lorsqu’on avance 
d’un rang les lettres ar, x,x‘, x'", x", en regardant la première comme 
suivant la dernière. On aura donc aussi 

T’ = 11 * («a:' -H 6. r' 4- y a;'" -t- Ja^"4- ca:). 

Comj)arant cette seconde expression à la première, on en tire 6=«R*, 
y=*R*, S=«R‘,» = aR*, et par conséquent • 
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T‘ = a (.r + R* j;' + R* .c" + R‘x " + R' x") , 

it? qui prouve que la quantité désignée par Al est la même (jue «, 
et qu’ainsi elle est fonction de R seule. Il s’agit maintenant de dé- 
terminer la valeur de cette quantité, mais d'abord il faut faire voir 
comment on jieut trouver l’expression sons forme linéaire, des carrés 
des racines et de leurs produits deux à deux. 

( 67 ) Reprenons pour cet effet les deux équations 

/ X — n „ x' — n x(i — n) — an 

JC — JC •— — — * — ' 

1 +x’ i-f-x' 1 — /iH-ax ’ 


fin en déduira immédiatement les valeurs linéaires des produits de 


deux 

racines, comme il suit: 



jd X =x 

— X — n 

II 

XX : 


III ! 

X X =x 

8 

J 

1 

/ tu 
X X 

(12) 

m n ! 

X X =X 

t m 

— X — n 

XX"". 


1* nf m !• 

XX =x — x" — n 

x'"x 


xx”=x 

’’ — X — n 

X” X 


1 — n 
a 

I — «/ n 


a 

X — n 


(æ — x") — « 

(x" — x”)— // 


f m \ 

_(x —X ) — rt 
(x ” — X ) — n. 


il conviendra cependant de remplacer, conformément à l’observa- 
tion déjà faite, le terme — n de ces formules par son équivalent 
— n (x -H x' + x" -t- x'" -t- X”). 

Supposons qu’on ait trouvé semblablement pour valeur linéaire 
<le X’ la formule x’ = «x + hx-\- cx"-\- rfx"'-t- ex”, d’où résultent 
les cinq expressions 


X' 

= ax 

t- 

bx 


II 

ex 

+ 

7 

ax 

’-t- ex" 

x'’ 

= ax 

+ 

bx" 

“J- 

cx'"+ 

dx" 

+ ex 

x"' 

1 n 

= ax 

-t- 

bx" 

'+ 

cx"+ 

dx 

+ ex' 

x" 

* = ax"'-+- 

bx"+ 

ex 

+ 

dx 

.-•-ex" 

X” 

» = rtX”-t- 

hx 

-f- 

ex' 

-f- 

dx" 

4 -e/" 


57. 
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il deviendra très-facile de trouver le coefficient Mau moyen de leijua- 
tion T'= M T'; en effet iM ne sera autre chose que le coefficient de 
X dans la valeur de T’ réduite à la forme linéaire , sans aucun terme 
constant. 

Or dans l’expression de T’ on trouve d’abord la partie 
X' + R*x * + + R**'"’ R'ar"* , 

dans laquelle le développement des carrés donne [jour coefficient 
de X la suite 

a eR’ -4- rfR‘ -t- cR‘ -t- ôR*. 

Ensuite la partie comprenant les produits des termes pris deux à 
deux, donnera «lans M les termes suivants dans lesquels on a désigné 
provisoirement par (xra;’) le coefficient de x dans le produit déve- 
lojjpé 

a R (a: x*) -I- a R‘ (a: x") -t- a R’ (x x"') a R‘ (x x") 

- 4 - a R’ (x’ x") -t- a R^ (x' x'") -H a R ‘ (x' x") 
-t-aR‘(x''x"')-t-aR‘(x''x‘*) 

-I- aR’(x"'x”). 

Substituant au lieu de cha(|uc symbole (xi‘x’')sa valeur donnée par 
le tableau (i3) et réunissant cette seconde partie à la première déjà 
trouvée, on aura 

M= ff-4-cR*-4-r/R‘-4-cR‘-|-AR' 

— «(a R 4- aR' -f- 4R’-+- 4R‘+ 4R‘ üR'-t- aR*) 

4- a R — a R< + (a R- — a R’). 

Pour réduire cette quantité, j’observe que R devant être imaginaire, 
on |)eut mettre à la place de R l’une des racines R, R*, R% R', mais 
non R‘ qui seraitégale à l’unité; dès-lors on peut toujours supposer 
o= I 4- R -4- R’ 4- R’-t- R\ ce qui réduit à zéro le coefficient de 
— n; on aura donc plus simplement 

M = rt 4- e R‘ 4- rf R* 4- c R‘ -4- i R* 

4-aR— aR‘4-(i— n)(R'— R’). 
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Ainsi tout se réduit à trouver la valeur linéaire de x' qui fera con- 
naître celle des coefficients a ,b, c , d, e. 

( 68 ) Nous avons I — pour convertir cette 

valeur en une fonction entière de x, il faut diviser par x H- i l’équa- 
tion proposée 

o= Ax* — Ax^ — 5(A -t- i)x^ -t- (A-j- i)x’ -i- aôx — i , 
on aura poiu* quotient 

o=A(x* — ax^) — (3A-I- 5)x’-»-(4A-t-6)x-i- 19 — 4 A-f- 
[.e dernier terme de cette nouvelle équation 

_4^^4^O(,_^-)_8(a-,-l/5)(i-x')==(aA-a)(i-x0. 

On aura donc en divisant tout par A et substituant au lieu de A sa 
valeur 9 -t- 41^5, 

o=x^ — ax* — ( 48 — ao|/5)x’-f- (58 — a4W^5)x 
-t- i5i — 681 / 5 — 8(1/5 — a)x'. 

En second lieu on a l’équation x"=^^^ = — 1 + et en di- 
visant l’équation proposée par x — -j , on en déduit 

o=Ax*— 5(A-+- i)x” — 4(A-n)x-»-ai — 

Mettant au lieu du dernier terme sa valeur i-t-x"). et di- 

I -4- n '■ ' 

visant tout par A , on aura 

o=x* — (5o — aol/5)x’ — (ao — i6l/5)x -+- 169 — 761/5 

+ 8(1/5— a) X-’. 

Une troisième équation se tirera delà valeur = 

^ — , et on obtiendra ainsi les trois résultats suivants : 

X-\ 
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o—x* — ax^ — (48 — 201/5) x’ + (58 — 241/5 )x 
+ i5i — (!8l/5 — 8(1/5 — 2)x' 

o=x* — (5o— 2oy/5)x‘ — (4o — ifi\/^5)x + i 6 q — 761/5 

+ 8(1/5 — 2)0:"' 

0 = Æ’* — (t/5 — i).r’ — (43 — I7t/5)x* + (781/5 — t6i)j: 

+ 71 V/5 — i58 + 8(n — 4t^5)^"- 

Il ne s’agit plus que d’éliminer de ces équations les termes x' et .r*, 
et on aura la valeur de xl sous forme linéaire, Jaquelle sera 

x' ~VL2 — Qt/5 + (t/5 — i)(j: + a:')+(atX5 — 4)j?"— (3 — l/5)x”. 

Ensuite au lieu du terme constant 22 — Qt/5, il faudra mettre sa 
valeur (m — 9 t/5) (j; + a;'+ x"+x"'+x"’), ce qui donnera 

x'=(2i — 8V/5)(a:+ x') + (i8 — 71/5)æ"+ — 9V/5)x" 

+ (19 — 8j/5) a!‘'. 

Si cette équation est appliquée successivement aux carrés x'’,x"’, 
et qu’on fasse la somme de toutes on aura 

fx' = (^ioi — ^o\/'5)/x= loi — 4 oI/5. 

En effet la somme des carrés des racines de l’équation proposée 
o=x* — ar^ — 5 ^ etc. , est i + 10+ io(q— 4t/5) 

= mj — 4ot/5. 

(69) La valeur de x' étant connue , on aura les coeiBcients 

g==2i — 8t/5 
é = 2t — 8t/5 

c= i8 — 7t/5 

<f = 22 — 9t/5 
e—ig — 81/5 

qui étant substitués dans la valeur de M , donnent 

(i^ M=(|/5— i)R- (6— 2l/5)R‘— (21/5— 4)R— (i +K5)R*. 
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Cette formule donnera non-seulement la valeur de la fonction M>, 
mais encore celles des fonctions M', M", M'", qui se déduisent de M 
en mettant suceessivenient R*, R*, R* à la place de R. 

Soit maintenant M =r(cos. 0 + \/ — i sin.6), si on substitue cette 
valeur et celle de R = cos. |a -I- 1/ — isin.pi,) dans l’équation (i 5 ), 
on aura pour déterminer r et 0, les deux équations 

/•cos. 9 =(l/ 5 — i)cos.|i — (6 — 2l/5)cos. — (‘il /5 — 4 )<^os. 3 ji 

— (n-I/ 5 )cos. 4 [i = — acos.ft — aeos. 2 (<l= i 

rsin. 9 =(|/ 5 — i)sin.(i — (G— 2l/5)sin. 2 [i — (2 1/5 — 4 ) sin.Sa 

— (1 +I/ 5 )sin. 4 |i=al/ 5 sin. (i-+-( 4 V/ 5 — io)sin.2(i. 

Delà on tire 

/••= 126 — 5 o|/ 5 =i 4 . 19660 I ia 5 o io 5 i 5 18 

I S i. S ^ 

cos. 9 = - , tang. 9 = 5 * ( 1 / 5 — 2) • = 5 * (2 eos. |i) ■' 

log. /■= 0.57609 21901 7a5i 
log. cos. 9=9. 4^390 78098 2749 
Iog.tang .9 = o. 56 o 23 io 45 o 45 to 
log. sin. 9=9.9841388548 7259 

9 =74°. 36 ' 82". 49907 66973. 

Si dans la valeur de' M on met R’ à la place de R ou 2ji à la place 
den, on aura la valeur de M'=/'(eos. 9 '-l-l/ — isin. 9 '), d’où l’on 
déduira 

r'cos. 9 '=(l /5 — i)co6.2|t — (G — 21 / 5 ) cos. 4 — (îïI/ 5 — 4 )f’os. 6 tt 

(l -h 1 / 5 ) cos. 8 [1 = — 2 cos. [A — 2COS. 2(A= I 

r' sin. 9'= ( 1 / 5 — i ) sin. 2 (a — ( 6 — 21 / 5 ) sin. 4 [a — ■ ( 2 l/ 5 — 4 ) sin. 6 y. 

— (i -H 1 / 5 ) sin. 8 |A = 21/5 sin. 2 [A -t- (10 — 4 l/ 5 )sin.[A. 

I.Ü valeur r'sin. 9 ' se trouvant être la nîênîe que celle dfi rsin. 9 , 
puisque r'cos. 9 ' est égal aussi à rcos. 9 , on en conclut que r' = r, 
et 9 ' = 9 ; par conséquent M'=M. 

Si l’on' met encore R- à la place de R; ou 3 (a à la place'de|A, .M 
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se change en M", et faisant M" = r"(cos. 8 "+ \/ — i sin. 8 "), on aura 

r"cos. 9"=(1/5 — i)cos.3|a— ( 6 — a 1/5) cos. 6 |a — ( al/5 — 4)cos.9|t 

— (i-f-i/5)cos. i2|t= — acos. 3|x — acos.[i= I 
r"sin.6"=(l/5 — i)sin.3(ji — (6 — al/5)sin.6|x — (al/5 — 4)sin. 9 |a 

— (i +l/5)sin. ia|i=(4l/5 — io)sin.|ji — al/Ssin.aji. 

= — r'sin.6' = — rsin.6. 

Donc r"=ret 6"= — fl, ce qui donne M" = r(cos. fl — 1 / — i sin. fl) 
et par conséquent M"M'=r*. 

Enfin si on met à la place de R ou 4|^ à la place de jji, un 
aura la valeur de M'"=r'"(cos.fl’"-t- |/ — i sin. fl'"), au moyen des 
équations 

r"'cos.fl"'=:(l/5 — i)cos.4|i — (6 — al/5) cos. 8fi—(al/5—4)cosi api 
— (i+l/5)cos. i6|a = — acos.pi — 2 cos.apt= i 
r"'sin.fl"'=(l/5— i)sin.4pi — (6 — al/5)sin.8[i — (al/5 — 4) sin. lapi 
— (i +1/5) sin. i6pi=(io — 4V/5)sin.api — al/5 sin. pi 
= — rsin. 6. 

Donc r"'=r, et fl"'= — fl, par conséquent 

M"'=M''=r(cos.fl— l/— I sin.fl) et M"'M = r‘. 

( 70 ) Il faut procéder maintenant à la détermination des fonctions 
T, or l'équation T’ = MT, jointe aux trois autres qu’on en peut 
déduire, forme la série 

( 16 ) T-=MT', r-=M'T"', r'*=M"T, r"*=M'"r', 

d'où l’on tire les valeurs des quantités T" , T", T"', en fonctions de T, 
savoir : 

,|V_T’ TV„_T*_ T* rp" — 

‘ ‘ ~M 

'Y ' T'‘ 

l>a dernière donne T'‘ = M'M'*M'"’M" = r‘M®, ou plus simplement 

36 

T' = r’M’ = r’(cos.3fl + 1 / — isin. 3fl); soit donc -g- = «, et on 
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T = r(cos. « + 1/ — I siii. o>). 

Ainsi on voit que les fonctions M et T, ainsi que toutes celles qui 
en dérivent, ont le même module r, ce qui est utie propriété fort 
remarquable. On aura en particulier 

T =r(cos. M + l/ — I sin.u) 

T =r[cos.(au — 6)4-1/ — isin.(au — 6)] 
T"=r[cos.(4« — 36)4-1/ — 1 sin.(4cii — 36)] 

T" =r[cos. (3(1» — a 8) -t-l/ — i sin. (3d> — a 6)]. 

Il résulte de ces valeurs qu’on a les deux équations 

(17) TT"=/-, T'T"=r-, 

propriétés analogues à celles des fonctions M, puisque nous avons 
déjà trouvé 

(71) Il ne reste plus qu’à trouver la valeur d’une racine quelconque 
x; pour cela il faut faire une somme des cinq équations 

I —X 4- a:' 4- x"+ a/"4- x*’ 

T =a: 4- R a:'4- R‘a;"4- R’ x" 4- R*x ’ 

T' =x 4- R'x + R*x"4- R‘ x'"+ R* .r" 

T' =x + R>x'4- R‘x" 4- R’ x'"4- R”x ' 

T"=x 4- R*x' 4 - R'x"4- R’-x"' 4- R-'x" , 

et on aura par les propriétés connues de la fonction R , 

5x=£4-T4-T'4-T''4-T"'. 

Mais les valeurs trouvées donnent T 4- T"'= a r cos. « , et T'-»- T" 
= arcos. (a«i> — 6), donc 

X = g 4- ^ [cos. «I -f- cos. (a w — 6)]. 

D’après un premier essai fondé sur les valeurs approchées de r , 6 
II. 58 
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et w, on trou\e (|ue cette lurmiile désigne la plus grande racine 
|K)sitive x'\ et si on met u + [a an lieu de c.>, la iiiême foriiiide dé- 
signera la plus grande racine négative a"; on aura donc les cin<| 
racines de Iwjiiation proposée ainsi expriinées : 

tu ^ 3 ^ r i \*i 

X =g -t- -J [cos. U COS.(2w — 0)J 

x"~^ + ^[cos. (lü + |a) -I- cos. (2 w + a (A — 0)] 

X ^[<^OS.(u -t- Uia) + cos. (2«Ü 4[i —9)] 

X =5 + + 3 (a) -+- cos.(2w -t- (j(A — 0)] 

x"=:^ -h ^ [cos. (w 4- 4l*) + ‘‘OS- 4- y [* 9)]. 

Maintenant pour calculer les valeurs numériques de ces racines, 
nous prendrons dans les résultats précédents les données nécessaires, 
comme il suit : 

r = (i 2,6 — 5ot/5) •' 

. I 

cos. 0 = - 
r 

tang.’6 = 25|/5(l/'5 — 2) 

= 5 '(2 cos. (a)’ 

= 25 /» 

9 = 74 “ 3 ()' 82" . 49907 60 i ) 7 o 
2w — o=[ 9 = i 4 ° 55 ' 18". 49981 '>3394 
w = J 9 ==■ 44 “ 45 ’ 55 " . 49944 80 1 82 

(72) Avec ces données nous allons faire le calcul de la racine .r. 
Soit pour abréger b = |a — -, 9 = 3”4^4i”' 5ooi8 46Go6, si on ob- 
serve que cos. (« 4- 3|a) 4- cos. (20» G|a — 9)= sin.* — siii.3« = — 

asin.acos. 2«, la formule à calculer sera 

I 4esin.acos. aa 
^ ; 

or a étant un angle fort petit d conviendra d’appliquer la formule 


log. r = o. 57609 21901 7201 
log.cos. 9 = 9 . 4 a 3 go 780982749 

log. tang.9 = 0 . 5Go23 io45o45io 
log. si n . 9 = 9 . 984 1 3 88548 7269 
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log.sin.ff = log. a — pa’—p'a * — //'«*— etc., dans laijiielle 

lfig./>=8.8'!»963 Sofiog 17, log./>'=7.3825i 18062, 
\og.p"= 6 . i 8 d 23 126, 

on trouvera 


log.sin. * = 8 . 72996 44848 ooo 33 ; 

etparcequelog.cos.2a=log.(i — 2sin.'a)= — 4 -^+^+etc.^, 
en faisant />= 2sin.’«, et log.w = 9.63778 43 i i 3 , on aura 
log.cos.2a = — 0.0025118783944'. 


de là 


"t enfin 


log. (4 rsin . « cos. 2 a) = 9 . 90660 47879 0609 
4 rsin. ixcos. 2 « = o . 8o464 68726 5856 , 

a;=o. 08907 08264 8829. 


D'après cette valeur de x on trouve celles des quatre autres racines 
au moyen des formules algébriques propres à la question , savoir : 


ar' =^^= — 0.4704137653 7777 

x" = 7^^. = — I • 885 o I 464 q 3 9000 

j"'=7^= 2.72637147426017 

x"= 7^7^. = O . .68998 61 1 60 2964 

«t semblablement de la valeur de x" on déduirait celle de x au 
moyen de la formule 

0. 08907 08254 8829. 

Cette valeur est la même qu’on a supposée, cc|K-iidantsi on ajoute 
les cinq racines on trouve que leur somme excède l’unité de 23 unités 
décimales du quatorzième ordre. Cet excès s’applique aisément par 
l’erreur des tables à i4 décimales dont on a fait usage, erreur qui 
influe sur la 1 3 * décimale dans les valeuis de x" et x'", composées de 

58 . 
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i 5 chiffres significatifs. Mais d’ailleurs il est facile de faire dispa- 
raître l'excès dont il s’agit en corrigeant d’une quantité très-petite 
la valeur que nous avons attribuée à x / snpj>osant que cette valeur 
corrigée soit x + dx, on trouvera aisément, par la loi qui existe 
entre deux racines consécutives, les corrections à faire aux autres 
racines, ces corrections sont: 


d x'" — = dx{ 1 5 . o36a) 


d x' 


I 4-/Î 


(H-x"') 


^dx"'=dx{i . 65 .^ 4 ). 


Il en résulte d x +dx + dx" + dx'" + dx" = dx{p.(j.~^f\'jA)\ doue 
pour faire disparaître l’erreur + a 3 dans la somme des x, il faut 
faire f/x(2Ü. 54»fi)= — a 3 ,cequi donnera 


dx ~ — 0.8G65, dx = — 0.9891, dx” = — (i.68i4 
dx"=z — 1 3 . oag 3 , dx" = — i . 433 (î , 


ou en nombres entiers 


dx — — I, d X = — I, dx"= — ", dx "'= — i 3 , dx" = — I. 

On aura donc llnaleinent 

X = o.o3go7 i)8a 04 8828 

x' = — 0.47041 376537778 
x" — — 1 . 885 o i 46493 9007 
x"'= 2.72637 i474a 5 oo 4 

x”= 0.58998611502953 

\aleuis dont la somme est égale à riinité. 

(73) Dans la théorie qui vient d'être dévelopjiée, nous avons choisi 
une formule très-simple pour exprimer la loi suivant laquelle un 
terme (|uelconque de la série des racines se déduit du terme pré- 
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cèdent. Supposons maintenant qu'étant proposée l'équation 

o=x* — ( 0 ^“’ + — etc., 

dont le degré n est un nombre premier, les racines formeut une 
série x,x ,x" . . . , dans laquelle chaque terme soit une fonction 

rationnelle quelconque du précédent, en sorte qu’on ait 

et de plus x = 9 (x'*~'*) afin que la série soit rentrante et qu’on puisse 
prendre un terme quelconque pour le premier terme. 

I.a fonction 9 (x), quand même elle serait fractionnaire, pourra 
toujours se réduire à une fonction entière, c’est-à-dire à un |joly- 
tiomc en x qui ne surpassera pas le degré n — i , puisque l’équa- 
tion proposée donne le moyen d’éliminer x" et les puissances supé- 
rieures à X". Ainsi on pourra siip[K)ser 

x' = A -+- Bx -t- Cx' -+-I,x*"’, 

A,B,C...l. étant des cf>ef(icients connus, et la substitution de 
cette valeur à la place de x, dans l’équation proposée, donnera 
n équations de condition entre les coefficients de la valeur de x', 
et les coefficients de la proposée. 

Si dans la valeur de x' on met x à la place de x, on aura la valeur 
de x" exprimée en fonction de x'; mais ensuite on pourri mettre la 
\aleiir de x' en x, et l’expression de x" deviendra une foiu'tion en- 
tière de X, où l’on peut éliminer la puissance x' et les puissances plus 
élevées, de .sorte que la racine x" sera encore exprimée par un |>oly- 
nomc en x du degré n — i . 11 en est de même des autres racines, d’où 
il suit qu’on |)ourra former les n — i équations suivantes qui déter- 
minent les racines x', x". . .x'””’> en fonctions de la première x ; 

X —k -f- B X -t- C X* -+- D x^ . . . . -t- 
x" = A'-t- B’x-t- C'x’-t- D'x’ ....-+- I-'x""' 
x’"= A"-t- B'x + C'x' -t- D’'x>. . . . -t- l/'x— 

X —• >= A'— > + B 'x ^-C — ’>x’-i- D'— x’ . . . + 1 ;— >x' *. 
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l’éc'iproquenient de ces équations on peut déduire les valeurs de 
.T ,x\x ‘. . . .0,'“' exprimées d’une maiifère linéaire j>ar les racines 
.X , x", . . . x^“~'K La valeur de x est inutile à chercher , puisqu'on sait 
d’après l'équation proposée, qu’elle doit être (i) — x —x — x" ... 

— mais il importe surtout d’avoir la valeur de x' que nous 
mettrons sous la forme 

x' — ax-^bx'-\-cai' + dx '". . .+ 

dans laquelle il n’y a pas de terme constant; car si un pareil terme ' 
c^en faisait partie, on pourrait mettre à sa place ^ 

(x + x + x" + x" , . . + ar*"’’). 

(i)*- ' 

Maintenant il est facile de voir que les produits de deux racines 
xx',xx", x' x", etc. et en général les j)roduits de plusieurs racines 
on de leurs puissances, s’exprimeront d’une manière linéaire par 
les racines simples, comme on vient de le faire pour x'. D’ailleurs 
il est évident que -la valeur connue de x*, donne celle des autres 
carrés x'*, x"’, x'"’, etc. en avançant successivement d’un rang les 
termes compris dans l’expression du carré jjrécédent ; ceqn’on pourra 
pratiquer également pour la valeur de xx' qui donnera celle dex'x", 
x"x"', x" x " , etc. , et semblablement pour les autres produits. 

(74) Sans entrer dans d'autres détails, on voit qu’en désignant 
par R une racine imaginaire de l’équation R* — 1 =0, et en don- 
nant aux fonctions T et M , et à leurs dérivées T', M', T ", M", etc. 
les mêmes significations qui ont été enqjloyées dans toutes nos re- 
cherches, on aura d’abord l’é<]uation T’ = M T", qui en fournit plu- 
sieurs autres semblables telles que T'* = M'T"', T"‘=M"T', etc., 
ensuite la valeur de M sera donnée par une fonction de R , d’où l’on 

déduira également celles de M',M”,etc. Soit en général 

M = /• (cos. 6 -t- l/" — isin.6), M'=r'(cos. 6'-t- l/— 1 sin. 9 "), M"= 
r"(cos.O”-t- V/ — isin. 9 "), etc., toutes valeurs qui seront connues 
par le moyen d’une seule et même formule ; on déduira de là toutes 
les valeurs de T, T, T", etc. , désignées en général par 
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T'*' = P**' (cos. u'** + \/ — I sin. (a***); on déduira en |)arliculier les mo- 
dules pdes modules r, parles équations p’ = rp', p'’ = r'p"', p"’ = rV, 
etc. ; et s’il arrive que tous les modules r, r , r", etc. soient égaux 
entre eux, on aura jMreillement p = p' = p"=p'". . . =r. Enfin 
connaissant toutes les valeurs de T, on aura une racine quelcon(|uex 
de l'é(]uation proposée, au moyen de la formule générale 

(i) -t- 3 P cos. U -t- 3 p'cos.u +ap"cos. w" 4- etc. 


(75) Nous ne pousserons pas plus loin ces reclierelies sur les cas 
où il est possible de résoudre algébrirjnemenl une é<|uation pro- 
posée, et nous invitons à consulter sur cette matière l’excellent 
Mémoire de .M. Abel, imprimé dans le Journal de Crelle,an. i82y,' 
11* 8. 1/auteiiry donneles bases d’après les(|uelle.s on pourrait former 
dans chaque degré, diverses classes d’équations résolubles algébri- 
(|uement ou décomposables (si le degré n’est pas un nombre pre- 
mier) en éipiations d’un degré inférieur; d’où il résulte que les 
équations non comprises dans ces catégories doivent être regardées 
comme insolubles, et qu’ainsi il n’existe point de formules géné- 
rales pour la résolution des équations passé le quatrième degré. 

Il est fort à regretter que M. Abel, enlevé prématurément aux 
sciences qu’il avait déjà enrichies de plusieurs belles découvertes, 
n’ait jias eu le temps de développer complètement ses idées sur la 
théorie dont il a posé les bases; mais on peut espérer que les tra- 
vaux ultérieurs des géomètres confirmeront les résultats annoncés 
par M. Abel , et qu’on obtiendra la résolution effective des éc{uations 
algébriques dans tous les cas où elle est possible. Il est à croire aussi 
qu’un examen approfondi de celte matière conduira à la conclusion, 
que dans chaque degré le nombre des équations résolubles ou dé- 
composables est infiniment plus petit que celui des équations qui 
ne sont ni résolubles algébriquement ni décomposables. 
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